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                                УПРАВЛЕНИЯ 

С.О. СИМОНЯН 

ДЕКОМПОЗИЦИОННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКИХ МАТРИЧНЫХ УРАВНЕНИЙ ТИПА 

СТЕЙНА C(t)X(t)B(t)X(t)А(t)   

Предложены два декомпозиционных метода решения однопараметрических мат-

ричных уравнений типа Стейна - аналитический метод, который пригоден для решения 

задач с малыми размерами и при простых элементах однопараметрических матриц, и пос-

ледовательный рекуррентный численно-аналитический метод, который основaн на диффе-

ренциальных преобразованиях Г.Е. Пухова и удобен в общем случае, когда элементы 

матриц этих уравнений аналитичны в центрах аппроксимации. Получены условия однознач-

ной разрешимости этих уравнений при предложенных методах. Рассмотрен модельный 

пример, для решения которого был использован декомпозиционный последовательный 

рекуррентный численно-аналитический метод, и получено точное маклореновское реше-

ние задачи. 

Ключевые слова: однопараметрическое матричное уравнение типа Стейна, де-

композиционный аналитический метод решения, дифференциальные преобразования, 

декомпозиционный последовательный рекуррентный численно-аналитический метод 

решения, условия однозначной разрешимости, модельный пример. 

Введение. Числовые матричные уравнения Стейна (неявные дискретные 

матричные уравнения Сильвестра) достаточно часто используются в различных 

научно-практических исследованиях [1,2], решению которых посвящено боль-

шое количество различных публикаций, в частности [3,4]. Наряду с этими урав-

нениями и методами их решения значительный интерес представляют также 

однопараметрические матричные уравнения типа Стейна и методы их решения. 

Двум таким методам и посвящена настоящая работа. 

Математический аппарат. Рассмотрим однопараметрическое  матричное 

уравнение типа Стейна 

)t(C)t(X)t(B)t(XА(t)  ,                                            (1) 

где А(t) - матрица порядка m; B(t) - матрица порядка n; C(t) - матрица с размерами 

;nm X(t) - неизвестная матрица также с размерами :nm  
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подлежащая определению. 

Допустим, что A(t), B(t), C(t) и X(t) - матрицы с комплексными элемен-

тами, представимые в виде 

,)()( mmmmmm tNjtMА(t)                                                (3) 

,)()( nnnnnn tQjtPB(t)                                                    (4) 

,)()( nmnmnm tSjtRC(t)                                                   (5) 

,)()( nmnmnm tHjtGX(t)                                                 (6) 

где )(),(),(),( tGtRtPtM и )(),(),(),( tHtStQtN  матрицы действительных и мни-

мых частей (2) - (5) соответственно. 

Теперь, подставив соотношения (3)-(6) в (1) и приравнивая действительные и 

мнимые части в левой и правой частях получаемого при этом выражения, будем 

иметь следующую систему матричных уравнений второго порядка: 
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с неизвестными матрицами  
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также подлежащими определению. 
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Декомпозиционный аналитический метод решения. Систему матрич-

ных уравнений второго порядка (7) представим в следующем гиперматрично-

гипервекторном виде [3,4]: 
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где символ  - знак кронекерова произведения, матрицы – блоки:  
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а гипервекторы:  
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 С учетом (11)-(16) система (10) принимает вид 
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откуда при выполнении условия 
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Далее, имея (19), в соответствии с (13)-(16), (8), (9), (6), (2) можно опреде-

лить решение  tX  задачи (1).  

Декомпозиционный последовательный численно-аналитический метод 

решения. Пусть матрицы  A(t), B(t), C(t) и X(t) обладают аналитическими в 

центре аппроксимации t элeментами, иными словами, имеют место следующие 

дифференциальные преобразования [5,6]:  
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где A(K), B(K), C(K) и X(K) - матричные дискреты матриц A(t), B(t), C(t) и X(t) 

соответственно с размерами ,mm ,nn nm ;nmи   ,0K  – целочис-

ленный аргумент; H – масштабный коэффициент; символ       – знак перехода из 

области оригиналов в область дифференциальных изображений и наоборот; 

)()( 41    – некоторые  аппроксимирующие функции, восстанавливающие  

оригиналы  A(t), B(t), C(t) и X(t)  соответственно. При дифференциальных преоб-

разованиях (20)-(23) с учетом представлений (3)-(6), естественно, имеют место 

следующие дифференциальные преобразования: 

,
)(

!
)(

ttK

KK

dt

tdM

K

H
KM


  ,0K        ),,0),(,,,()( 5  KKMHtttM       (24) 

,
)(

!
)(

ttK

KK

dt

tdN

K

H
KN


  ,0K        ),,0),(,,,()( 6  KKNHtttN   (25) 

,
)(

!
)(

ttK

KK

dt

tdP

K

H
KP


  ,0K        ),,0),(,,,()( 7  KKPHtttP       (26) 

,
)(

!
)(

ttK

KK

dt

tdQ

K

H
KQ


  ,0K        ),,0),(,,,()( 8  KKQHtttQ      (27) 

,
)(

!
)(

ttK

KK

dt

tdR

K

H
KR


  ,0K        ),,0),(,,,()( 9  KKRHtttR       (28) 

,
)(

!
)(

ttK

KK

dt

tdS

K

H
KS


  ,0K        ),,0),(,,,()( 10  KKSHtttS       (29) 



180 

,
)(

!
)(

ttK

KK

dt

tdG

K

H
KG


  ,0K        ),,0),(,,,()( 11  KKGHtttG     (30) 

,
)(

!
)(

ttK

KK

dt

tdH

K

H
KH


  ,0K        ),,0),(,,,()( 12  KKHHtttH  (31) 

где M(K), N(K), P(K), Q(K), R(K), S(K), G(K) и H(K) - матричные дискреты матриц 

M(t), N(t), P(t), Q(t), R(t), S(t), G(t) и H(t) соответственно с размерами ,mm

,mm ,nn ,, nmnn  ,nm nm ;nmи  )()( 125   - некоторые  аппрок-

симирующие функции, восстанавливающие  оригиналы  М(t), N(t), P(t), Q(t),  R(t), 

S(t), G(t) и H(t) соответственно. 

Теперь с учетом правил алгебры дифференциальных преобразований пере-

ведем (17) из области оригиналов в область дифференциальных изображений. 
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если, конечно, имеет место условие  
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Не вдаваясь в подробности, представим также окончательные соотношения 

по определению неизвестных гипервекторных дискрет: 

 при K=2: 

       













;

)1(ˆ

)1(ˆ

)1,0;0,1(

)0(ˆ

)0(ˆ

)2,0;1,1;0,2(
)2(ˆ

)2(ˆ
)0,0(

1

)1(ˆ

)1(ˆ

)()(

)()(

)0(ˆ

)0(ˆ

)()(

)()(

)2(ˆ

)2(ˆ
)0,0(

)1(ˆ

)1(ˆ

12)1()0()0()1(

)1()0()0()1(

)1()0()0()1(

)1()0()0()1(

)1()0()0()1(

)1()0()0()1(

)1()0()0()1(

)1()0()0()1(

)0(ˆ

)0(ˆ

12

)]2()0()1()1()0()2(

)2()0()1()1()0()2([

)]2()0()1()1()0()2(

)2()0()1()1()0()2([

)]2()0()1()1()0()2(

)2()0()1()1()0()2([

)]2()0()1()1()0()2(

)2()0()1()1()0()2([

)2(ˆ

)2(ˆ
)0,0(

1

)2(ˆ

)2(ˆ

12221

1211

22221

1211

22

1212

1

22

22














































































































































































































































































































H

G
D

H

G
D

S

R
D

H

G

DD

DD

H

G

DD

DD

S

R
D

H

G

mnQNQN

PMPM

PNPN

QMQM

PNPN

QMQM

QNQN

PMPM

H

G

mn

QNQNQN

PMPMPM

PNPNPN

QMQMQM

QNPNPN

QMQMQM

QNQNQN

PMPMPM

S

R
D

H

G

mnmn

mnmn

TT

TT

TT

TT

TT

TT

TT

TT

TTT

TTT

TTT

TTT

TTT

TTT

TTT

TTT

mnmn

mnmn

   (35) 

  

  



182 

 

при K=K: 
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Таким образом, имея гипервекторные дискреты (32), (34)-(36), в соответ-

ствии с (30) и (31) можно восстановить матрицы (8) и (9) соответственно, а в 

соответствии с (6) - решение (2) исходного матричного уравнения (1). 

Модельный пример. Рассмотрим однопараметрическое матричное уравне-
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Следовательно, при 1,0  Ht будем иметь следующие матричные диск-
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при K=0: 
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 при K=2: 
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Следовательно, 
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при K=3: 
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Следовательно, 
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Нетрудно убедиться, что имеют  место и следующие матричные дискреты: 

.4;0)(],0[)(  KKHKG  

Tаким образом, маклореновское решение задачи следующее: 

 

в точности которого можно легко убедиться его подстановкой в исходное мат-

ричное уравнение.  

Замечание 1. Условия однозначной разрешимости числовых неявных диск-

ретных матричных уравнений Сильвестра хорошо известны (см. [3, стр.92, фор-

мула (12.10)]). Аналогичные условия легко можно написать и для однопарамет-

рических матричных уравнений (1), однако их проверка связана с большими вы-

числительными трудностями, так как они фактически сводятся к определению 

собственных функций матриц A(t) и B(t) и их всевозможным парным произве-

дениям, не равным единице. Ввиду этих затруднений и с учетом гиперматрично-

гипервекторных соотношений (32), (34)-(36) можно утверждать, что условия од-

нозначной разрешимости однопараметрических матричных уравнений типа 

Стейна (1) при предложенном декомпозиционном аналитическом методе сводятся 

к выполнению одного единственного условия (18), а также к выполнению условия 

(33) при предложенном декомпозиционном численно-аналитическом методе.  

Замечание 2. Из условий (11), (12), а также из (19) следуют блочная косо-

симметричность относительно первой главной диагонали и блочная симметрич-

ность относительно второй главной диагонали матрицы D(t), а из условий (37) и 
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(38) - блочная кососимметричность относительно первых главных диагоналей и 

блочная симметричность относительно вторых главных диагоналей матриц 

.,0),,0;1,1;...;1,1;0,( KD     

Заключение. Таким образом, решение однопараметрических матричных 

уравнений типа Стейна )()()()()( tCtXtBtXtА   с аналитическими элемен-

тами предложенным декомпозиционным численно-аналитическим методом на ос-

нове использования прямых дифференциальных преобразований сводится к пос-

ледовательным рекуррентным численным процедурам, а восстановление оригина-

лов - решений осуществляется на основе использования обратных дифферен-

циальных преобразований. Однако, несмотря на то, что при этом трансформиро-

ванный численно-аналитический эквивалент исходной непрерывной задачи обла-

дает высокой по отношению к ней размерностью, все-таки он может быть эффек-

тивно реализован средствами современных информационных технологий [7,8] 

ввиду отсутствия при этом принципиальных затруднений. Что же касается деком-

позиционного аналитического метода, то он сильно ограничен в практическом 

плане, ибо может быть использован лишь в задачах с малыми размерами и прос-

тыми элементами матриц и, скорее всего, представляет в общем случае лишь 

только теоретический интерес.  
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Ս.Հ. ՍԻՄՈՆՅԱՆ 

ՍՏԵՅՆԻ ՏԻՊԻ C(t)X(t)B(t)X(t)А(t)    ՄԻԱՊԱՐԱՄԵՏՐԱԿԱՆ ՄԱՏՐԻՑԱՅԻՆ 

ՀԱՎԱՍԱՐՈւՄՆԵՐԻ ԼՈւԾՄԱՆ ԴԵԿՈՄՊՈԶԻՑԻՈՆ ՄԵԹՈԴՆԵՐ  

Առաջարկվել են Ստեյնի տիպի միապարամետրական մատրիցային հավասարումների 

լուծման երկու եղանակներ՝ անալիտիկ եղանակը, որը հարմար է փոքր չափերով և միապա-

րամետրական մատրիցների հասարակ տարրերով խնդիրների լուծման համար, դեկոմպո-

զիցիոն հաջորդական անդրադարձ թվա-անալիտիկ եղանակը, որը հիմնված է Գ.Ե. Պուխովի 

դիֆերենցիալ ձևափոխությունների վրա և հարմար է ընդհանուր դեպքում, երբ այդ հավասա-

րումների մատրիցների տարրերը անալիտիկ են մոտարկման կենտրոններում: Ստացվել են 

նման հավասարումների միարժեքորեն լուծելիության պայմանները այդ երկու մեթոդների 

դեպքում: Դիտարկվել է մոդելային  օրինակ՝ լուծված դեկոմպոզիցիոն հաջորդական անդրա-

դարձ թվա-անալիտիկ եղանակով, և ստացվել է խնդրի ճշգրիտ մակլորենյան լուծումը:    

Առանցքային բառեր. Ստեյնի տիպի միապարամետրական մատրիցային hավասարում, 

լուծման դեկոմպոզիցիոն անալիտիկ եղանակ, դիֆերենցիալ ձևափոխություններ, լուծման 

դեկոմպոզիցիոն հաջորդական անդրադարձ թվա-անալիտիկ եղանակ, միարժեքորեն լուծե-

լիության պայմաններ, մոդելային օրինակ: 

S.H. SIMONYAN 

DECOMPOSITION METHODS FOR SOLVING ONE-PARAMETRIC MATRIX 

EQUATIONS  C(t)X(t)B(t)X(t)А(t)   OF STEYN TYPE 

Two decomposition methods for solving one-parametric Steyn type matrix equations are 

proposed - analytical method, which is  suitable for solving problems with small sizes and with 

simple elements of one-parametric matrices and sequential recursive numerical-analytical 

method, which is based on G.E. Pukhov’s differential transformations and is generally convenient 

when the elements of matrices of the equations are analytical in the approximation centers. 

Condition of unique solvability of these equations were obtained for the proposed methods. A 

model example was considered, which was solved by using the decomposition sequential 

recursive numerical-analytical method and the exact Maclorenian solution was obtained. 

Keywords: one-parametric Steyn type matrix equation, decomposition analytical solving 

method, differential transformations, decomposition sequential recursive numerical-analytical 

solving method, condition of unique solvability, model example. 

 

 

 

 

 

 


