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УДК 621.52+511.52                       AВТОМАТИЗАЦИЯ И  

СИСТЕМЫ  УПРАВЛЕНИЯ 

С.О. СИМОНЯН 

ДЕКОМПОЗИЦИОННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКИХ МАТРИЧНЫХ НЕПРЕРЫВНЫХ 

УРАВНЕНИЙ ТИПА СИЛЬВЕСТРА C(t)B(t)X(t)X(t)А(t)   

 Рассматриваются три декомпозиционных метода определения решений однопа-

раметрических матричных уравнений типа Сильвестра – декомпозиционные прямой ана-

литический, последовательный и параллельный численно-аналитические методы. Первый из 

них пригоден для простых задач с малыми размерами, второй и третий - для любых задач 

с аналитическими элементами. В последних двух методах основным математическим 

аппаратом служат дифференциальные преобразования, при которых решение исходных 

непрерывных задач сводится к решению ряда рекуррентных числовых задач, что дает 

возможность широко использовать средства современных информационных технологий. 

Рассмотрен модельный пример, иллюстрирующий вычислительную эффективность пред-

ложенных декомпозиционных последовательного и параллельного численно-аналитиче-

ских методов. 

 Ключевые слова: однопараметрическое матричное непрерывное уравнение типа 

Сильвестра, кронекерово произведение, декомпозиционное аналитическое решение, 

дифференциальные преобразования, рекуррентные вычислительные процедуры, последо-

вательный и параллельный   численно-аналитические методы, модельный пример. 

Введение. В теории матриц [1-4] и ее различных практических приложе-

ниях [5-7 и др.] часто встречаются числовые неявные уравнения Сильвестра, ме-

тоды решения которых хорошо известны. Что касается методов решения одно-

параметрических матричных уравнений, то они недостаточно освeщены в спе-

циальной литературе. В настоящей работе предлагаются декомпозиционные ме-

тоды для решения однопараметрических матричных уравнений типа Сильвестра, 

основанных на дифференциальных преобразованиях Г.Е. Пухова [8]. 

Математический аппарат. Рассмотрим однопараметрическое матрич-

ное непрерывное уравнение типа Сильвестра: 

 )()()()( tCtBtXtXА(t)  . (1) 

Допустим также, что 

 ,)()()( mmmmmm tNjtMtA    (2) 

 ,)()()( nnnnnn tQjtPtB    (3) 



498 

 ,)()()( nmnmnm tSjtRtC    (4) 

a неизвестная, подлежащая определению матрица - 

 .)()()( nmnmnm tHjtGtX    (5) 

1. Прямой аналитический метод решения. Нетрудно убедиться, что с 

учетом (2)-(5) из матричного уравнения (1) получим следующую систему мат-

ричных уравнений второго порядка: 
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Эту систему можно представить и в виде 
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где  nnE   и mmE  - единичные матрицы порядка n и m соответственно.  

Далее при использовании известной трансформации [3, 4] с кронекеровыми 

произведениями   из (7) имеем следующее гиперматрично-гипервекторное пред-

ставление: 
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где гипервекторы 
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а )(),(),( tzthtg iii  и ),(tsi  mi ,1  - i-е строки матриц G(t), H(t), R(t) и S(t) соответ-

ственно. 

 Тогда, предполагая, что 

 mntrangJ 2)(  ,  (9) 
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для неизвестных гипервекторов 


)(tG  и 


)(tH  из  (8) с учетом (9) будем иметь 
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Аналитическое решение (10), естественно, практически малопригодно для 

решения конкретных задач ввиду функциональности элементов – сомножителей, 

входящих в него. Поэтому сталкиваемся с необходимостью поиска более эффек-

тивных альтернативных путей разрешения этой проблемы. К счастью, оказывается, 

что этому во многом удовлетворяют дифференциальные преобразования, позво-

ляющие от сложных аналитических решений достаточно широкого класса задач 

перейти к сравнительно простым и легко реализуемым численно-аналитическим 

решениям [9]. K таким решениям рассматриваемой задачи и перейдем далее.  

2. Последовательный численно-аналитический метод решения. Допустим, 

что для матриц A(t), B(t), C(t) и X(t) с аналитическими элементами имеют место 

дифференциальные преобразования 
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где A(K), B(K), C(K) и X(K) - матричные дискреты матриц A(t), B(t), C(t) и X(t) соот-

ветственно;  ,0K  – целочисленный аргумент; H – масштабный коэффициент; 

t  – центр аппроксимации; символ       – знак перехода из области оригиналов в 

область дифференциальных изображений и наоборот; )()( 41    – некоторые  

аппроксимирующие функции, восстанавливающие  оригиналы  A(t), B(t), C(t) и 

X(t)  соответственно. 

При условиях (11)-(14), естественно, имеют место и следующие дифферен-

циальные  преобразования для матриц М(t), N(t), P(t) и Q(t), a также для матриц 

R(t), S(t), G(t) и  H(t): 



500 

 ,
)(

!
)(

ttk

kk

dt

tdM

K

H
KM


   ,0K      ),,0),(,,,()( 5  KKMHtttM l

    
(15) 

 ,
)(

!
)(

ttk

k
l

k

dt

tdN

K

H
KN


    ,0K       ),,0),(,,,()( 6  KKNHtttN l

    
(16) 

 ,
)(

!
)(

ttk

k
l

k

dt

tdP

K

H
KP


     ,0K      ),,0),(,,,()( 7  KKPHtttP ll   

 
(17) 

      ,
)(

!
)(

ttk

k

l

k

dt

tdQ

K

H
KQ


    ,0K       ),,0),(,,,()( 8  KKQHtttQ l   (18) 

 ,
)(

!
)(

ttk

kk

dt

tdR

K

H
KR


     ,0K       ),,0),(,,,()( 9  KKRHtttR 

 
(19) 

 ,
)(

!
)(

ttk

kk

dt

tdS

K

H
KS


   ,0K       ),,0),(,,,()( 10  KKSHtttS   (20) 

 ,
)(

!
)(

ttk

kk

dt

tdG

K

H
KG


   ,0K       ),,0),(,,,()( 11  KKGHtttG   (21) 

 ,
)(

!
)(

ttk

kk

dt

tdH

K

H
KH


  ,0K       ),,0),(,,,()( 12  KKHHtttH   (22) 

где ),(KM ),(KN ),(KP ),(KQ  ,0K  - матричные дискреты матриц ),(tM
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дискреты матриц ),(tP ),(tS ),(tG )(tH  соответственно; )()( 125    - некоторые 
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соответственно. 

Теперь с учетом (15)-(22) гиперматрично-гипервекторное соотношение (8) 

из области оригиналов переведем в область дифференциальных изображений, 

имея в виду, что для единичных матриц любого порядка дифференциальные  

изображения будут 
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где Ъ(K)  – тейлоровская единица [8]. Следовательно, получим: 
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при к=0:  
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откуда  

 ,
)0(ˆ

)0(ˆ
)0,0(

)0(ˆ

)0(ˆ 1































S

R
J

H

G
 (25) 

если, конечно, имеет место условие 
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при к=1:  

 

или 

 ,
)1(ˆ

)1(ˆ

)1(ˆ

)1(ˆ
)0,0(

)0(ˆ

)0(ˆ

)1,0;0,1()1,0;0,1(

)1,0;0,1()1,0;0,1(

2221

1211





















































S

R

H

G
J

H

G

JJ

JJ
 (28) 

 

 

 

,
)1(ˆ

)1(ˆ

)1(ˆ

)1(ˆ
)0,0(

)0(ˆ

)0(ˆ

))1()0()0()1(

)1()0()0()1((

))1()0()0()1(

)1()0()0()1((

))1()0()0()1(

)1()0()0()1((

)1()0()0()1(

)1()0()0()1((








































































































S

R

H

G
J

H

G

PEPE

EMEM

QEQE

ENEN

QEQE

ENEN

PEPE

EMEM

T
mm

T
mm

nm
TT

T
mm

T
mm

nn
TT

T
mm

T
mm

nn
TT

T
mm

T
mm

nm
TT

nnnn

nnnn

 

 



502 

откуда с учетом (26): 
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причем  
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при к=2 (не вдаваясь в подробности): 
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откуда с учетoм (26): 
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причем 
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при к = K  (тоже не вдаваясь в подробности): 
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откуда с учетом (26): 
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причем 
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3. Параллельный численно-аналитический метод решения. Объединив 

соотношения (24), (28), (31) и (34), получим гиперматрично-гипервекторное пред-

ставление 
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или в компактной записи: 

 .
)(ˆ

)(ˆ

)(ˆ

)(ˆ
)(







































S

R

H

G
J  (38) 

Предполагая, что  
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где  
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Далее, имея гипервекторы дискрет 
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можно восстановить решение исходной задачи. 

Вопросы нахождения решения при невыполнении условия (26) подробно 

рассмотрены в работе [9].  

Модельный пример. Пусть имеется матричное уравнение 
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Рассмотрим решение этого примера последовательным численно-аналити-

ческим методом. 

Очевидно, при 1,1  Ht  имеем следующие тейлоровские матричные 
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при к=1: 
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при  к=2: 
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откуда 

].[)2(],[)2( 00  HG  

Нетрудно убедиться, что при 3K   также имеем 

].[)(],[)( 00  KHKG  

Поэтому тейлоровское решение задачи имеет вид 

 

которое точно удовлетворяет исходному матричному уравнению. 

И, наконец, рассмотрим решение модельного примера параллельным чис-

ленно-аналитическим методом: 

В соответствии с (41) имеем 
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При этом в соответствии с (40) с использованием ППП MATLAB [11]  по-

лучено решение: 
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Следовательно, и здесь приходим к вышепредставленному точному тейло-

ровскому решению задачи. 

Заключение. Таким образом, при предложенных последовательном и па-

раллельном численно-аналитических методах решение однопараметрических мат-

ричных непрерывных уравнений типа Сильвестра на первом  этапе вычислений 

сводится  к решению некоторых числовых задач, для которых эффективно могут 

быть использованы современные средства информационных технологий [10,11]. 

Восстановление непрерывного решения – оригинала на втором этапе вычислений 

не представляет особой трудности. 
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Ս.Հ. ՍԻՄՈՆՅԱՆ  

ՍԻԼՎԵՍՏՐԻ ՏԻՊԻ   ՄԻԱՊԱՐԱՄԵՏՐԱԿԱՆ 

ՄԱՏՐԻՑԱՅԻՆ ԱՆԸՆԴՀԱՏ ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ ԴԵԿՈՄՊՈԶԻՑԻՈՆ 

ՄԵԹՈԴՆԵՐ  

Դիտարկվում են Սիլվեստրի տիպի միապարամետրական մատրիցային  անընդհատ 

հավասարումների անընդհատ լուծումների որոշման երեք՝ ուղիղ անալիտիկ, հաջորդական և 

զուգահեռ թվաանալիտիկ դեկոմպոզիցիոն մեթոդներ: Դրանցից առաջինը կիրառելի է փոքր 

չափերով պարզ  խնդիրների, իսկ երկրորդը և երրորդը՝ անալիտիկ տարրերով ցանկացած 

խնդիրների համար: Վերջին երկու մեթոդներում որպես հիմնական մաթեմատիկական ապա-

րատ են ծառայում դիֆերենցիալ ձևափոխությունները, որոնց դեպքում նախնական անընդ-

հատ խնդրի լուծումը հանգում է մի շարք անդրադարձ թվային խնդիրների լուծմանը, ինչը հնա-

րավորություն է տալիս լայնորեն օգտագործել ժամանակակից տեղեկատվական տեխնոլոգիա-

ների միջոցները: Դիտարկված է մոդելային օրինակ, որը ցուցադրում է հաջորդական և զու-

գահեռ դեկոմպոզիցիոն թվաանալիտիկ մեթոդների հաշվողական արդյունավետությունը: 

Առանցքային բառեր. Սիլվեստրի տիպի միապարամետրական մատրիցային անընդ-

հատ հավասարումներ, կրոնեկերյան արտադրյալ, դեկոմպոզիցիոն անալիտիկ լուծում, դի-

ֆերենցիալ ձևափոխություններ, անդրադարձ հաշվողական ընթացակարգեր, դեկոմպոզիցիոն 

հաջորդական և զուգահեռ թվաանալիտիկ մեթոդներ, մոդելային օրինակ:  
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S.H. SIMONYAN 

DECOMPOSITION AL METHODS FOR SOLVING THE 

A(t).X(t)+X(t).B(t)=C(t) SYLVESTER - TYPE ONE-PARAMETRIC MATRIX 

CONTINUOUS EQUATIONS 

Three decompositional methods for solving the Sylvester type one-parametric matrix 

continuous equations are considered: the direct analytical, the consecutive and the parallel 

numeric-analytical decompositional methods. The first one is applicable for small-sized 

common problems, whereas the second and the third ones –for any problems with analytical 

elements. In the last two methods the differential transformations serve as the basic 

mathematical apparatus in case of which the solution of initial consecutive problems leads to 

several recurrent numeric problem solutions which enable a wide utilization of contemporary 

IT means. A modeling sample is considered which displays the computational productivity of 

the consecutive and parallel decompositional numeric-analytical methods. 

Keywords: Sylvester-type one-parametric matrix continuous equations, Kronecker product, 

decompositional analytical solution, differential transformations, recurrent computational procedures, 

consecutive and parallel numeric-analytical methods, modeling sample. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


