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1. Введение

Пусть S конечное подмножество некоторой группы. Через St обозначим мно-

жество всевозможных произведений вида a1 · · · at, где ai ∈ S. Мей-Чу Чанг (см.

[1]) доказала, что для любого конечного подмножества свободной группы, не со-

держащегося ни в какой циклической подгруппе существуют константы c, δ > 0

такие, что справедлива оценка |S3| > c|S|1+δ. А. А. Разборов (см. [2]) улучшил

эту оценку и показал, что существует константа c > 0 такая, что для любого

конечного подмножества S свободной группы, не содержащегося ни в какой цик-

лической подгруппе, справедливо неравенство |S3| > |S|2/(log|S|)c. С.Р.Сафин [3]

позже усилил этот результат, показав, что существуют такие константы cn > 0,

что для любого конечного подмножества S свободной группы, не содержащегося

ни в какой циклической подгруппе, справедливо неравенство |St| > ct|S|[(t+1)/2]

при всех натуральных t. Другие результаты по аддитивной комбинаторике мож-

но найти в [4].

1Исследование первого автора выполнено при финансовой поддержке Комитета по науке
РА в рамках научного проекта № 21T-1A213. Исследование второго автора выполнено при
финансовой поддержке КН РА и РФФИ (РФ) в рамках совместой научной программы 20RF-
152 и 20-51-05010 соответственно.
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Мы будем рассматривать степени конечных симметризованных подмножество

S свободных бернсайдовых групп нечетного периода n ≥ 1003. При этом подмно-

жество S называется симметризованной, если из a ∈ S следует a−1 ∈ S.

Нашей целью является следующая теорема.

Теорема 1.1. Для любого конченого симметризованного подмножества S сво-

бодной бернсайдовой группы B(m,n) имеет место неравенство |St| ≥ 4·2.9t/(400s)3 ,
где s – наименьший нечетный делитель числа n, удовлетворяющий неравен-

ству s ≥ 1003.

Напоминаем, что относительно свободная группа ранга m многообразия групп,

удовлетворяющих тождеству xn = 1, обозначается через B(m,n) и называется

свободной периодической или свободной бернсайдовой группой периода n и ранга

m. Более просто

B(m,n) = ⟨a1, a2, ..., am; xn = 1 ⟩.

Количество элементов множества St принято обозначать также через γS(t). Чис-

ло

λ(G,S) = lim
t→∞

γS(t)
1
t ≤ γS(1) = |S|

называется степенью экспоненциального роста группы G относительно S.

Если inf
S

λ(G,S) > 1, где инфимум берется по всем конечным порождающим

множествам S, то скажем, что группа G имеет равномерный экспоненциальный

рост. Из теоремы 1.1 вытекает

Следствие 1.1. (см. [5], [6])Для любого m ⩾ 2 и нечетного n ⩾ 1003 любая ко-

нечно порожденная нециклическая подгруппа H свободной бернсайдовой группы

B(m, n) имеет равномерный экспоненциальный рост.

Отметим, что вопрос имеют ли бесконечные свободные бернсайдовые группы

B(m, n) равномерный экспоненциальный рост был поставлен де ля Арпом в [7].

В дальнейшем изложении мы без специальных ссылок будем использовать

обозначения и терминологию монографии [8]и статьи [9]. При ссылках на утвер-

ждения из [8] мы используем принятые в ней стандартные обозначения. Напри-

мер, VI.2.4 [8] означает пункт 4 параграфа 2 главы VI монографии [8].

2. Доказательство теоремы 1.1

Пусть S - произвольное множество, порождающее нециклическую подгруппу

⟨S⟩B(2, s) группы B(2, s), где s ≥ 1003 фиксированное нечетное число. Согласно
13



В. С. АТАБЕКЯН, В. Г. МИКАЕЛЯН

теореме С. И. Адяна VI.3.3[8], каждая абелевая подгруппа группы B(m, s) - цик-

лическая, следовательно подгруппа ⟨S⟩B(2, s) неабелева. Поэтому можно выбрать

пару не перестановочных элементов X и Y из множества S.

Отправной точкой для нас служит следующее утверждение доказанное В.

Атабекяном в работе [10].

Лемма 2.1. (Теорема 2[10]). Пусть коммутатор [Ad , Z−1 BdZ] в группе

B(2, s, α − 1) равен элементарному периоду C ранга α, где A - элементарный

период ранга γ, B - элементарный период ранга β, Z ∈ M α−1 (γ ⩽ β ⩽ α − 1

), d = 191, s ⩾ 1003 - произвольное нечетное число и слова Aq и Bq входят в

некоторые слова из множеств M γ−1 и M β−1 соответственно. Тогда слова

u ⇌ C200AC200A2 · · · As−1C200, v ⇌ C300AC300A2 · · · As−1C300

являются базисом свободной бернсайдовой подгруппы ранга 2 группы B(2, s).

Чтобы пользоваться леммой 2.1 докажем, что произвольная нециклическая

подгруппа ∆ ⇌ ⟨X,Y ⟩ группы B(2, s) содержит такую нециклическую под-

группу вида U ⟨A , C⟩U−1, что C - элементарный период некоторого ранга α

и C
B(m,s,α−1)

= [Ad , Z−1BdZ], где A и B - минимизированные элементарные пери-

оды некоторых рангов γ и β, Z ∈ M α−1, γ ⩽ β ⩽ α − 1, d = 191 и длины слов

UAU−1 и UCU−1 относительно порождающих X и Y удовлетворяют неравен-

ствам

|UAU−1|{X,Y } < (450s)2 и |UCU−1|{X,Y } < (450s)2.

Заметим, что леммы 2.8, 3.2, 6.6 и 7.2 из работы [9] остаются справедливыми,

если в их формулировках и доказательствах эквивалентность в ранге α заменить

на эквивалентность в ранге α в смысле монографии [8], а равенство слов в группе

Γα заменить на равенство в группе B(2, s, α).

В силу VI.2.4[8] и VI.1.2[8] для некоторых слов T , Z и минимизированных

элементарных периодов F и E, имеющих ранги σ и ρ соответственно, имеют

место равенства X
B(2,s)
= T F i T−1 и T−1Y T

B(2,s)
= Z−1 Ej Z. Без ограничения

общности, можем предположить, что σ ⩽ ρ, а в силу VI.2.4[8] и IV.1.13[8] можем

считать, что Z ∈ M ξ ∩ Aξ+1 для некоторого ξ ⩾ ρ. Пусть НОД(i, s) = k и r

такое целое число, что |r| < s и F i r = F k. Выбрав число s ⇌ [s/3k], получим

s/5 < sk < s/3. Таким образом Xrs = T F i rs T−1 = T F ks T−1 и 186 < ks <
s+1
2 −148, поскольку s ⩾ 1003. Итак, для слова X1 ⇌ Xrs имеем X1 = T F ks T−1

и |X1|{X,Y } ⩽ |rs||X|{X,Y } < s2
/
3. Аналогично можно найти такой Y1 ∈ ⟨Y ⟩B(2,s)
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и такие числа t и l, что 186 < tl < s+1
2 − 148, T−1Y1 T = Z−1 Etl Z и |Y1|{X,Y } <

s2
/
3.

По теореме VI.3.1[8] [X1, Y1 ] ̸= 1. В силу лемм 3.2[9], 7.2[9] и 2.8[9] коммутатор

[X1, Y1 ] = T
[
F ks, Z−1EtlZ

]
T−1

сопряжен в B(m, s) некоторому минимизированному элементарному периоду D

некоторого ранга δ ⩾ ρ + 1. Пусть T−1 [X1, Y1 ] T = Z−1
1 DZ1, где Z1 ∈ M λ ∩

Aλ+1 для некоторого λ ⩾ δ. Тогда вновь применив леммы 3.2[9], 7.2[9] и 2.8[9],

получим, что коммутатор
[
X1, [X1, Y1]

d
]
= T

[
F ks, Z−1

1 Dd Z1

]
T−1 сопряжен в

B(2, s) некоторому минимизированному элементарному периоду B некоторого

ранга µ ⩾ δ + 1. Допустим T−1
[
X1, [X1, Y1]

d
]
T = Z−1

2 BZ2. Таким образом, в

подгруппе ∆ ⇌ ⟨X, Y ⟩B(2,s) содержатся элементы [X1, Y1 ] = T Z−1
1 DZ1T

−1 и[
X1, [X1, Y1]

d
]
= TZ−1

2 BZ2T
−1. Можно считать, что Z−1

3 ⇌ Z1Z
−1
2 ∈ M ν ∩

Aν+1, где ν ⩾ µ. По лемме 3.2[9] найдем приведенную форму C коммутатора[
Dd, Z−1

3 BdZ3

]
. Согласно лемме 7.2[9] C - элементарный период некоторого ран-

га τ ⩾ µ+ 1. В силу (3.6)[9] C
B(2,s,µ)

= w
[
Dd, Z−1

3 BdZ3

]
w−1, где w ∈ Θ(D, D1).

Рассмотрим элементарные периоды A ⇌ wDw−1 и C = w
[
Dd, Z−1

3 BdZ3

]
w−1.

Из определений следует, что

A = wZ1T
−1 [X1, Y1 ]T Z−1

1 w−1

и

C = wZ1T
−1

[
[X1, Y1 ]

d
,
[
X1, [X1, Y1]

d
]d]

T Z−1
1 w.

Значит, если U ⇌ T Z−1
1 w−1, то UAU−1 ∈ ∆, UCU−1 ∈ ∆ и

(2.1) |UAU−1|{X,Y } = | [X1, Y1] |{X,Y } <
s2

3
| [X, Y ] |{X,Y } =

4

3
s2,

(2.2)

|UCU−1|{X,Y } = |
[
[X1, Y1 ]

d
,
[
X1, [X1, Y1]

d
]d] |{X,Y } <

s2

3
(8d+ 2d(8d+ 2)).

Остается заметить, что s2

3 (8d+ 2d(8d+ 2)) < (450s)2.

Поскольку подгруппы ⟨u, v⟩B(2,s) и
〈
UuU−1, UvU−1

〉
B(2,s)

изоморфны, то в

силу леммы 2.1 элементы UuU−1, UvU−1 являются базисом свободной бернсай-

довой подгруппы ранга 2 группы B(2, s). Очевидно,

UuU−1 = (UCU−1)200(UAU−1) · · · (UAU−1)s−1(UCU−1)200,

UvU−1 = (UCU−1)300(UAU−1) · · · (UAU−1)s−1(UCU−1)300.
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По выбору имеем UuU−1, UvU−1 ∈ ⟨X,Y ⟩B(m,s). Используя неравенства (1) и

(2), получаем

|UuU−1|{X,Y } <
s(s− 1)

2
4s2 + 200s(450s)2;

|UvU−1|{X,Y } <
s(s− 1)

2
4s2 + 300s(450s)2.

Заметим, что |UuU−1|S ≤ |UuU−1|{X,Y }, |UvU−1|S ≤ |UvU−1|{X,Y }, поскольку

{X,Y } ⊆ S. В качестве L можно взять число 2s2(s− 1) + 300s(450s)2 < (400s)3.

Перейдем к доказательству теоремы 1.1. В силу доказанных выше неравенств

в группе < X,Y > содержатся два элемента u, v длины < L = (400s)3, порожда-

ющих свободную бернсайдову группу ранга 2. По известней теореме С. И. Адяна

группы B(2, s) имеют экспоненциалцный рост. Точнее, согласно теореме 2.15, гл.

VI[8] в {u, v}k содержатся γ(k) > 4 · 2.9k−1 попарно различных элемента. Значит

в множестве St, где t ≥ L, содержатся γ([t/L]) попарно различных элемента,

поскольку в шаре радиуса L содержатся два элемента порождающие подгруп-

пу содержащую γ([t/L]) попорно различных элементов из St. Таким образом,

|St| ≥ 4 · 2.9[t/(400s)3]. Чтобы зовершить доказательство остается заметить, что

свободная бернсайдова группа B(m,n) гомоморфно отображается на B(m, s),

если s делит n.
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