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ДЕКОМПОЗИЦИОННЫЕ МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ КОМПЛЕКСНЫХ 

ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ОБОБЩЕННЫХ ОБРАТНЫХ МАТРИЦ (I)  

Предложены конструктивные аналитические и численно-аналитические матрично-

векторные методы определения комплексных однопараметрических обобщенных обрат-

ных матриц Мура-Пенроуза, основанные на дифференциальных преобразованиях Пухо-

ва. Приведены результаты решения одного модельного примера.  

Ключевые слова: комплексные однопараметрические матрицы, обобщенные обрат-

ные матрицы, декомпозиция, дифференциальные преобразования, конструктивные мат-

рично-векторные методы. 

Введение. Однопараметрические матрицы и их обобщенные обратные мат-

рицы достаточно часто встречаются при решении различных задач систем управ-

ления [1], сингулярных систем дифференциальных уравнений [2], обыкновенных 

дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами [3], задач с по-

линомиальными матрицами [4], в марковских цепях [5] и многих других. Однако 

прямое применение известных вычислительных методов численной алгебры для ре-

шения этих задач принципиально невозможно из-за функциональности соответ-

ствующих матриц, что диктует необходимость использования альтернативных под-

ходов разрешения этой проблемы. 

Как показывают исследования, для решения рассматриваемой проблемы 

весьма эффективным средством оказываются дифференциальные преобразова-

ния Пухова [6], на основе которых в настоящей работе предлагаются конструк-

тивные аналитические и численно-аналитические декомпозиционные методы оп-

ределения комплексных однопараметрических обобщенных обратных матриц 

Мура-Пенроуза. 

Математический аппарат. Представим аналитические и численно-анали-

тические методы решения рассматриваемой задачи, воспользовавшись подходом, 

предложенном в [7], а также имея в виду результаты, полученные в [8-15]. 

Сначала заметим, что при параметрических матрицах      и            
по аналогии с условиями для числовых матриц [16] должны иметь место следую-

щие условия Мура-Пенроуза:  
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где параметр   может быть временем, оператором Лапласа или другим парамет-

ром, а символ   - знак комплексного сопряжения. Заметим также, что соотноше-

ния (1)-(4) имеют место всегда, вне зависимости от выполнения следующих воз-

можных двойных условий:  

 

Далее, представив исходную матрицу в виде  

                           ,  (9) 

а обобщенную обратную ей – в виде 

                           ,  (10) 

в которых     ,      и     ,      - соответственно матрицы действительных и 

мнимых частей (9) и (10), будем оперировать условием Мура-Пенроуза (1), при  
котором  

                                     

  [           ]  [           ]  [           ]         (11) 

  [                                                           ]   

     [                                                           ].  

Отсюда имеем следующую систему матричных уравнений второго порядка 

с неизвестными матрицами      и     : 

{
                                                                 

                                                                 
 (12) 

порожденную приравниванием действительных и мнимых слагаемых в левой и 

правой частях соотношения (11). 

Аналитическое решение (1-й вариант). Нетрудно убедиться, что систему 

матричных уравнений (12) можно представить и в виде следующего матрично-

блочно-столбцевого эквивалента 
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или, что одно и то же, эквивалента 

 

Из представления (14) следует, что 

 

где 𝐸- единичная матрица порядка   . Тогда аналитическое решение матрично-

блочного уравнения (15) примет вид 

 

где символ   - знак обобщенной обратной матрицы. Далее, имея матричные 

блоки      и      в соответствии с (16), можно получить окончательное 

решение исходной задачи в виде соотношения (10). 

Аналитическое решение (2-й вариант). Систему матричных уравнений 

(12) можно представить и в виде следующего матрично-блочно-строчного экви-

валента: 

 

или, что одно и то же, эквивалента 

 

Из представления (18) следует аналогичное (15) условие  

 

где 𝐸- единичная матрица порядка  𝑛. При этом аналитическое решение матрично- 

блочного уравнения (19) выглядит так: 

 

которое, очевидно, полностью совпадает с решением (16). Дальнейшие операции, 

естественно, должны повторять вышеприведенные.  

Замечание 1. Аналитические решения (16) и (20), очевидно, могут быть 

эффективно использованы лишь при малых   и 𝑛 и простых элементах матриц 

     и     . В общем случае для практических целей могут быть использованы 

или, что одно и то же, эквивалента 
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численно-аналитические методы решения, к рассмотрению которых и перейдем 

далее. 

Теперь, в отличие от работы [7], где были непосредственно использованы 

матрицы      и     , точнее, матричные дискреты     ,     ;      ̅̅ ̅̅ ̅̅ , здесь 

воспользуемся декомпозиционным подходом, т.е. матрицами     ,      и     , 

    , точнее, их матричными дискретами     ,      и     ,     ;      ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

При этом должны предполагать, что для матриц     ,      и     ,      с анали-

тическими элементами имеют место матричные дифференциальные преобра-

зования, задаваемые соотношениями 

 

где     ,     ,      и     ,     ,      - матричные изображения (дискреты) 

матричных функций     ,     ,      и     ,     ,      (оригиналов);      ̅̅ ̅̅ ̅̅  - 

целочисленный аргумент;   - масштабный коэффициент;    - центр аппроксима-

ции;   - знак перехода из области оригиналов в область изображений (прямое 

преобразование) и из области изображений в область оригиналов (обратное пре-

образование);      փ      - некоторые аппроксимирующие функции, восстанав-

ливающие оригиналы-матрицы     ,     ,      и     ,     ,      соответ-

ственно.  

Теперь с учетом (21)-(26) представим декомпозиционные численно-анали-

тические методы решения рассматриваемой задачи. 

Численно-аналитическое решение (1-й вариант). В соответствии с мат-

ричными дифференциальными изображениями оригиналов-произведений, сос-

тоящих из двух матриц-сомножителей (см. [6], стр. 71), с учетом матрично-

блочно-столбцевого эквивалента (14) и результатов, полученных в [7], будем 

иметь 
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где     ,      ̅̅ ̅̅ ̅̅  - тейлоровская единица [6] (      , если    ;       , 

    ). 

Оперируя матричным соотношением (27), получим: 
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Численно-аналитическое решение (2-й вариант). С учетом матрично-

блочно-строчного эквивалента (18) и результатов, полученных в [7], будем 

иметь 
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при  = 1: 
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; (34) 

при  = 2: 
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⋯ 
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при    :  
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 (36) 

Замечание 2. Декомпозиционные рекуррентные вычислительные схемы 

(28)-(31) и (32)-(36), очевидно, обладают 100% -й избыточностью из-за неизвестных 

блочных матричных дискрет     ,     ;      ̅̅ ̅̅ ̅̅ , дважды входящих в левые 

части этих схем и подлежащих определению. Это обстоятельство, естественно, 

обуславливает необходимость использования двойного объема памяти при про-

граммировании этих вычислительных схем, что, конечно, является их очевидным 

недостатком. Однако, с другой стороны, это обстоятельство является эффективным 

контрольным условием для того, чтобы с большой уверенностью удостовериться 

в правильности и точности проведенных матричных вычислительных процедур 

по определению неизвестных блочных матричных дискрет     ,                            

     ̅̅ ̅̅ ̅̅  и, следовательно, неизвестной обобщенной обратной матрицы      в 

соответствии с (10), (24)-(26).  

Замечание 3. В работе [15] предложены другие декомпозиционные анали-

тические и численно-аналитические методы (последние также основаны на 

дифференциальных преобразованиях). Эти методы лишены как недостатков, так 

и достоинств предложенных в настоящей работе методов, отмеченных выше (в 

замечании 2). Кроме того, предложенным в [15] декомпозиционным матрично-

блочно-столбцевым численно-аналитическим методом решен следующий 

модельный пример с размерами 2x3: 

      
                              

                 
 . 

Этот пример решен и декомпозиционным матрично-блочно-столбцевым 

численно-аналитическим методом, предложенном в настоящей работе, а также 

D-аналогом простейшего метода, предложенным в работе [7] и непосредственно 

оперирующим матричными дискретами     ,     ;      ̅̅ ̅̅ ̅̅ . Как показали 

вычисления, во всех трех случаях решения, восстановленные обратными 

дифференциальными преобразованиями Маклорена, полностью совпали друг с 

другом и при      ̅̅ ̅̅  имеют вид  
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Замечание 4. Несмотря на использование в настоящей работе подхода, 

предложенного в [7], при выполнении или невыполнении при решении конкрет-

ных задач гиперусловий (15) и (19) (аналогичным условиям (5), если они выпол-

няются одновременно; первому условию в (6), если выполняется лишь (15); вто-

рому условию в (7), если выполняется лишь (19); или обоим условиям в (8), если 

не выполняются ни (15) и ни (19)) условия (1)-(4) должны выполняться всегда. 
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Ս.Հ. ՍԻՄՈՆՅԱՆ 

ԿՈՄՊԼԵՔՍ ՄԻԱՊԱՐԱՄԵՏՐԱԿԱՆ ԸՆԴՀԱՆՐԱՑՎԱԾ ՀԱԿԱԴԱՐՁ 

ՄԱՏՐԻՑՆԵՐԻ ՈՐՈՇՄԱՆ ԴԵԿՈՄՊՈԶԻՑԻՈՆ ՄԵԹՈԴՆԵՐ 

Առաջարկվել են Մուր-Պենրոուզի կոմպլեքս միապարամետրական ընդհանրացված հա-

կադարձ մատրիցների որոշման կոնստրուկտիվ անալիտիկ և թվա-անալիտիկ դեկոմպոզի-

ցիոն մեթոդներ՝ հիմնված Պուխովի դիֆերենցիալ ձևափոխությունների վրա: Բերվել են մեկ 

մոդելային օրինակի լուծման արդյունքները: 

Առանցքային բառեր. կոմպլեքս միապարամետրական մատրիցներ, ընդհանրացված 

հակադարձ մատրիցներ, դեկոմպոզիցիա, դիֆերենցիալ ձևափոխություններ, կոնստրուկտիվ 

մատրիցա-վեկտորային մեթոդներ: 

S.H. SIMONYAN 

DECOMPOSITION METHODS FOR DETERMINING COMPLEX 

ONE-PARAMETRIC GENERALIZED INVERSE MATRICES  

Constructive analytic and numerical-analytic matrix-vector methods for determining the 

Mur-Penrous complex one-parametric generalized inverse matrices are proposed. These 

methods are based on differential transforms of Pukhov. The results of solving one model 

example аrе given.  

Keywords: complex one-parametric matrices, generalized inverse matrices, decomposition, 

differential transforms, constructive matrix-vector methods. 

 




