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МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ОБОБЩЕННЫХ 
ОБРАТНЫХ МАТРИЦ (II)

Предложен простой метод определения параметрических обобщенных обратных 
матриц на основе дифференциальных преобразований Г. Е. Пухова.
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Введение. Обобщенные обратные матрицы широко используются в раз­
личных областях научных и практических исследований. Для определения 
этих матриц в последнее время разработан ряд методов [1-3, 5-10]. В 
частности, в работах [6-10] эти методы основываются на дифференциальных 
преобразованиях Г.Е. Пухова [4]. В работе [11] предложен простой метод 
определения таких матриц, также основанный на дифференциальных 
преобразованиях, причем метод базируется на известном соотношении (см. 
соотношение (2) из [11]). В настоящей работе предлагается другой простой 
метод определения параметрических обобщенных обратных матриц, также 
основанный на дифференциальных преобразованиях.

II. Теперь в основе предлагаемого метода положим другое известное 
соотношение (см. (1) из [11]), т.е.

А(0-Х(1)-А(О = А(1). (33)
и с учетом условий (5)-(8) [11] рассмотрим следующие четыре возможных 
случая.

Случай 1. Пусть при 1 = 1„ имеют место условия (11). Тогда из (33) 
имеем:

при К=0:
А(0)- Х(0)- А(0) = А(0) = Ф(О),,

откуда
А 1(о)-А(оух(о)а(О)а~'(о)=а՜1 (о)- а(о)- а՜1 (о)

или
Х(о)= Х(о)-А(о)-Х(О) = Х(о)-ф(о), -Х(о) = Х(а(о);Х(о))= А“։(о); (34) 

при К=1:
А^Х(0)-А(0) + А(0)- Х(1)- А(0) + А(0)-Х(0)- А(1) = А«

Е-и.
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откуда
А(О)-Х(1)-А(О) = -А(1) = Ф(1)1

или
Х(1)=Х(0) (-А(1)) Х(0) = Х(0)-Ф(1), •х(о)^х(а(1)։х(о))=х(1)1; (35)

при К=2:
А(2). Х(0)- А(0) + А(1)- Х(1)- а(о)+ А(1)֊ х(о)- А(1)+ а(о)- Х(2)- а(о)+ 

е„
+ А(0). Х(1). А(1)+ А(0)^ф^А(2Г= 

откуда

А(о)-х(2)- а(о)=-А(1)- х(1)- а(о)֊ А(1)- х(о)- А(1)֊ А(о)- Х(1)-А(1)֊ А(2)=Ф(2)։

или
Х(2)=-Х(0)^Н(»^(бГх(0) - Х(0Ьч(1рС(9)-А(Г>-Х(0) - 

Е— ' =Х(1)
֊ х(о) • а(о) • х(1) • а(1) ■ х(о) - х(о) • а(2) • х(о)=֊х(1) • а(1) • х(о) - 

4 ■ V у
Еет

- х(о) • А(2) • х(о) = х(о) • А(1) • Х(о) ■ А(1) • Х(о) - Х(0) • А(2) • Х(о) = (36) 
= Х(0) • [- А(2)+А(1) ■ Х(«) ■ А(1)] ■ Х(0) = Х(о)- ф(2), • х(о)=
.Х(А(1),А(2);Х(0))=Х(2)1;

при К= К:

х(к)=х(о).
р=К,ц=К-1,г=К

А(К)- 22А(р)х(ч)-А(г)
р=О,ц=Ю։г=О
р+Ч+г=К

■х(о)=
(37)

= х(о)- Ф(к), ■ Х(о) - Х(А(1),..А(К> Х(0)) = Х(к),.

Случай 2. Пусть при 1 = имеют место условия (17). Тогда из (33) 
имеем:

при К=0:
А(О)-Х(О)А(О) = А(О)=Ф(О)П, 

откуда
х(о) • А(о) • х(о) • А(0) • х(о) = х(о) • А(0) • Х(о) = Х(о)
V>—-V V- .. -V— V I I ||у .՜ /

*Е,а Еии1

ИЛИ
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X(o) = [X(O)- А(О)Г • X(0) = X(0). A(0)- X(0) = X(0)- Փ(0)ո • X(0) = 

sX(A(O);X(O)) = X(O)ll = A*(o}
приК=1:

a(i)x(o)- a(0)+a(o)- x(i)- a(o)+ а(оЬх(^а(П= АЦЛ-

*eZ e—
откуда

A(O)X(1). A(0) = -A(l)-X(O)-A(O) = Ф(1)„
*E„,

ИЛИ
X(o)- A(0) • X(l)-A(0)-X(0) = -X(0)- A(l) • X(o)-A(0)-X(o). 

eL x(o)
или
X(l) = -(x(o) - A(o)]+ • X(0)- A(l)- X(0) = -X(o)a(o)X(Q) - A(l). X(0) = 

x(o) (39)
= ֊Х(0) А(1) х(0)=Х(0) ф(1)ц Х(о)нХ(а(1}х(о))=Х(1)п =х(1),;
при K=2:
A(2) X(O) A(0)+ A(1) X(1)-A(0)+ AO)-X(o)-A(l) +

+ A(o) x(1) a(1)+ A(o) xjQ^Ar(2j+ A(o)-X(2)- A(o)= Aj»;
•*-—

откуда
A(o)- x(2). a(o)=-A(2)- x(o)- A(0) - a(i)- x(i)- a(o)֊ a(Qj^Va(j)=-

*E„
- A(0). X(l)-a(1) = A(2)x(0)-A(0) + A(l)-X(o)- A(l). X(o)-A(Q) - A(l). X(0)-A(l)+

*E™
+ А(оУх(О^(1)-2<(оКа(1)д{-а(2)+A(l). X(o) • A(1)] • X(o)-A(o) = Փ(շէ

- E— *E.„

ИЛИ

х(о)-а(о)х(2)а(О).х(о)=х(о)[֊а(2)+а(1)х(о)а(1)]х(о)а(о)х(о)

*E- ' xjij

или
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Х(2)=.[х(0)а(0)Гх(0)[֊А(2)+
+ А (1) • X (О ) • А (1)] • X (О ) = Х(0 ) • А (О ) • Х(о)• [ - А (2 )+

Х(О)

+ А(1)-Х(о) а(1)] Х(о)=Х(о) [-А(2)+ (О)
+ а(1)х(о)а(1)]х(о)=х(о)ф(2)11х(о).

-Х(А(1>А(2>Х(О))=Х(2)„ =Х(2),;

при К= К:

p=K,q=K-l,r=K
Х(К)=[Х(О)-А(О)Г-Х(О). А(к)- £а(р)-Х(Ч)-А(г) Х(о)=

p=O,q=O,r=O 
p+q+r=K

-х(о) а(о)-х(о)-ф(к)д -х(о)=х(о)*ф(к)„ х(о)=

-Х(А(1),...,А(К);Х(0))= Х(К)„ = Х(к),.

(41)

Случай 3. Пусть при 1 = 1У имеют место условия (23). Тогда из (33) 
имеем:

при К=0:
А(О)Х(О)-А(О) = А(О)=Ф(О)Ш,

откуда
Х(0) • А(0) • Х(0) ■ А(0) • Х(0) = Х(0) ■ А(0) • Х(о) = Х(о)

Е„,

ИЛИ

х(о)=х(о)[а(о)х(о)Г =х(о)-ф(о)т •х(о)=х(а(о)!х(о))= 

- Х(0)ш = Х(0)и = А+(0);

при К=1:
A(1)^H--AW+ а(о) ■ х(1) • а(о)+а(о) • х(о) • А(1) = Aj^

Еш
откуда

А(0) • Х(1) ■ А(0) = -А(0) • Х(0) ■ А(1)=ф(1)ш 
'---- —V----- '

или
Х(0)- А(0) • Х(1)- А(0)- Х(0) = -Х(0)- А(0) • Х(о)- А(1) • Х(о),

Е„ Е„
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или
Х(1)=-Х(0)-А(1)-Х(0)4а(0)-^=-Х(0)-А(1)»Х(0)-А(0)-Х(0) =

х(о) (43Г
=-Х(о)-А(1)-Х(о)=Х(о)ф(1)ш -Х(о)зХ(а(1):Х(О))=Х(1)ш =Х(1)п =Х(1)։;

при К=2: ,. . . . .
+ А(1) - Х(1) - А(0)+А(1) - Х(0) • А(1)+

+ А(0) ■ Х(1). А(1)+ А(О)-Х(О) ■ А(2)+ А(0)- Х(2) ■ А(0) =ХП
777՜

откуда
а(о)х(2)а(о)=֊а(1)х(1)а(о)֊а(1)х(о)а(1)-а(о)-х(1).а(1)-
- А(О) Х(О)• А(2) = А(1)- Х(оУд(1^Ф)^ГТТ-

»Е_ Е—

-А(О)Х(О)-А(1)Х(О)А(1)֊А(О)-Х(О)А(2)=А(О)-Х(О)[-А(2)-Ь

*е7 *е—
+ А(1)-Х(0)-А(1)] = Ф(2)ш

или
Х(0). А(0)-Х(2)- А(0) • Х(о) = Х(0)- Ф(2)ш • Х(о),

откуда

х(2) = Х(0). ф(2)ш • х(о)- [А(0) • х(о)Г = Х(0). ф(2)ш • х(о)А(о)-х(о) =
' 37 ' (44;

= Х(0).ф(2)ш .Х(О) = Х(А(1),А(2);Х(О)) = Х(2)Ш =Х(2)Н =Х(2),;

при К= К:

х(к)=х(о)- а(к)-
р=К.д=К-1.г»К

£а(р)-х(ч)-а(г)
р=О.Ч=О,г=О 
р+ц+г=К

■х(о).[А(о)х(о)]՛

=х(о) ф(к),„ х(о) А(о) х(о)=х(о) Ф(к),и -х(о)» 
Зо)

- Х(А(1),..., А(к);Х(о))= Х(К)„, = х(к)„ = Х(к),.

(45;

Случай 4. Пусть при I = 1у имеют место условия (29). Тогда из (33) 
имеем:

при К=0:
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А(О)Х(О)-А(О) = А(О) = Ф(О)1У, 
откуда

Х(0) • А(0) • Х(0) • А(0) • Х(0) = Х(0) • А(0) • Х(о) = Х(о)
*Ега *E„,

ИЛИ

Х(О)=[Х(О)-А(О)Г Х(О)-А(О) Х(О) [А(О)-Х(О)Г =
= Х(0) • А(о) • х(о) • А(о) • Х(О)А(о)х(о) = Х(0) • а(о) • х(о) =

' ' (46)
= Х(О)-ф(о)1У •X(0) = X(A(0);X(0)) = X(0)IV =

= Х(0)ш = Х(0)п = А+(о}
при К=1:

А(1)- х(о)- А(0)+а(о)- х(1). а(о)+а(о)- х(о)- а(1)=А(1)> 
4 / 4----“V----- 7

*Е«= *Е„
откуда

А(о)- Х(1)- А(0) = А(1)-А(1)х(о)-А(0) ֊ А(о)- Х(0) • А(1) = ФО)^
*Ега

ИЛИ
х(о)- А(0) • х(1)- А(0)-Х(0) = х(о)- А(1) • Х(о)֊ Х(о)- А(1) • Х(о)-А(0)-Х(р)֊

*Е„ »Е_, х(о)

- Х(о)-А(Р)-Х(о) • А(1) • х(о) = Х(оКАОНФ)-֊

-х(о).А(1)-х(о)=х(о)-Ф(1)1У х(о} 
откуда

Х(1)=[х(0). А(О)Г • Х(0) • Ф(1)„ • Х(О). [А(0) ■ Х(о)]* =
= Х(0) а(0)-Х(0) ф(1)1у ■ Х(0)■ А(0)■ Х(0)=Х(о)■ Ф(1)„ Х(0)= (47)

Х(0) ~Х(0)

=Х(О) Ф(1)„ х(о)=х(А(1)։х(о))=х(1)„ =х(1)ш =Х(1)„ =Х(1)։;

при К=2:
А(2) ■ Х(0) • А(0) + А(1) ■ Х(1) ■ А(0) + А(1) • Х(о) • А(1)+ 

4---- “V ■ -

+ А(о) • х(1) • А(1) + А(о) • х(о) • А(2) + А(о) • х(2) • А(о) = А(2),
*е’„

откуда
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A(0)- X(2)- Д(0)= A(2)- A(2)-X(0)-A(0) - A(l)- X(l)- A(0)- A(l)- X(0)- A(l)- 

- A(o) x(l)- A(l)- A(o) X(Q)- a(2)= ф(2),у 
«Е —

ИЛИ _

x(o)- A(o)- x(2)- A(0) • x(o) = X(o)
' ,E„ ' ' .E_

+х(о)7ПШ<х^Ж
x(o)

4-x(o)a(o)x(o)a(i)x(o)a(i)x(o)-x(o)a(o)-x(o)a(2).x(o)= 
՝—՛ ®>՜

= X(0)[֊A(2)+ A(։)-X(O)- A(l)] • X(O) = X(O). ®(2)IV ■ x(o).

откуда
X(2) = [X(O) ■ А(0)Г • Х(0)Ф(2)„ • X(O). [A(O) ■ х(о)Г =

= Х(0) А(0)Х(0)ф(2),у Х(0) А(0) Х(0)=Х(0) ф(2),уХ(0). (48)
' ХЙ ' x(o)

.X(A(1),A(2);X(O))=X(2)IV =X(2),„ =X(2)U »X(2),;

при K= K:

Х(К)=[Х(О)-А(О)Г X(0).
p=K.q=K-l,reK

A(K)- £а(р)-Х(ч)а(г)
p=O,q«O.r«O 
p+q+r=K

•x(o)[a(o)x(o)]՛

=х(о)-а(о)-х(о) ф(к)1у х(о) а(о) х(о)=х(о) ф(к),у -x(o)«
X® ' x(o)

-X(A(l),...,A(K);X(o))=X(K),v =X(K),„ =X(K)„ =x(k),. (49)

Резюме. Таким образом, при параметрических (неавтономных) 
матрицах А(1):

- если выполняются лишь только условия (37) = (41) н (45) а (49) в соот­
ветствии с соотношением (1), то с использованием обратных диффе­
ренциальных преобразований можно определить д-обратную А (I);

- если выполняются условия (37) = (41) а (45) а (49) а (16) а (22) ■ (28) а 
(32) в соответствии с соотношениями (1) и (2), то с использованием обратных 
дифференциальных преобразований можно определить рефлексивную д-об- 
ратную А՜ (0.
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Ս.Հ. ՍԻՄՈՆՅԱՆ, Ա.Գ. ԱՎԵՏԻՍՅԱՆ, Ա.Ս. ՍԻՄՈՆՅԱՆ 
ՊԱՐԱՄԵՏՐԱԿԱՆ ԸՆԴՀԱՆՐԱՑՎԱԾ ՀԱԿԱԴԱՐՁ ՄԱՏՐԻՑՆԵՐԻ ՈՐՈՇՄԱՆ 

ՄԵԹՈԴ (II)

Առաջարկված է պարամետրական ընդհանրացված հակադարձ մատրիցների որոշման 
հասարակ մեթոդ' հիմնված Գ.Ե. Պուխովի դիֆերենցիալ ձևափոխությունների վրա:

Առանցքային բառեր, պարամետրական ընդհանրացված հակադարձ մատրիցներ, 
դիֆերենցիալ ձևափոխություններ, թվա-անալիտիկ լուծումներ:

S.H. SIMONYAN, A.G. AVETISYAN, A.S. SIMONYAN
METHOD OF PARAMETRIC GENERALIZED INVERSE MATRIX DETERMINATION (II)

A simple method of the parametric generalized inverse matrices determination based on 
G.E. Pukhov’s differential transformations is proposed.

Keywords: parametric generalized inverse matrices, differential transformations, 
numerical-analytical solutions.
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