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ОБРАТНЫХОБРАТНЫХОБРАТНЫХОБРАТНЫХ        МАТРИЦМАТРИЦМАТРИЦМАТРИЦ        [I][I][I][I]    

 
Предложен простой метод определения параметрических обобщенных обратных матриц на 

основе дифференциальных преобразований Г. Е. Пухова.  
КлючевыеКлючевыеКлючевыеКлючевые    словасловасловаслова:::: параметрические обобщ¸нные обратные матрицы, дифференциальные 

преобразования, численно-аналитические решения. 
 

ВведениеВведениеВведениеВведение.... Обобщенные обратные матрицы широко используются в различных об-
ластях научных и практических исследований. Для определения обобщ¸нных обратных 
числовых матриц известно множество методов [1-3]. В то же время для определения 
обобщ¸нных обратных параметрических матриц основным подходом является метод 
замороженных коэффициентов (МЗК) [4], обладающий невысокой точнотью вычислений 
[5], и методы определения обобщенных обратных матриц только для частных случаев (в 
основном для полиномиальных матриц [6-8]). В последнее время для решения 
рассматриваемой задачи разработан ряд методов, основанных на дифференциальных 
преобразованиях [9], и для каждого из них получены соответствующие вычислительные 
характеристики, позволяющие осуществлять их обоснованный выбор при решении 
конкретных задач [10-15]. В настоящей работе предлагается новый численно-
аналитический метод определения обобщ¸нных обратных параметрических матриц, 
отличающийся от вышеупомянутых методов сравнительной простотой при его машинной 
реализации  и достаточно высокой точностью. 

МатематическийМатематическийМатематическийМатематический    аппаратаппаратаппаратаппарат.... Пусть по аналогии свойств обобщ¸нных обратных 

числовых матриц m x nX  при матрицах n  xmA  [1,2] имеют место следующие условия 

Мура-Пенроуза для параметрических матриц ( ) m x ntX  (где параметр t , в частном 

случае, может быть временем) при матрицах  ( )  x m ntA : 

 

( ) ( ) ( ) ( ),tAtAtXtA =⋅⋅                                                (1) 

( ) ( ) ( ) ( ),tXtXtAtX =⋅⋅                                              (2) 

( ) ( ) ( ) ( ),tXtA)tXtA( * ⋅=⋅                                            (3) 

( ) ( ) ( ) ( ),tAtX)tAtX( * ⋅=⋅                                            (4) 
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где знак * означает комплексное сопряжение и транспонирование. Ясно, что при 

действительных параметрических, в частности неавтономных матрицах ( )tA , знак  * 

заменяется знаком транспонирования  T.  
По аналогии со свойствами обобщенных обратных числовых матриц [2], 

параметрическая обобщенная обратная матрица  называется: 

a)   g-обратной для )t(A  (обозначается через )t(A− ), если выполняется условие (1); 

б)  рефлексивной  g-обратной  для  )t(A  (обозначается через )t(AR
− ), если 

выполняются условия (1) и (2); 

в)  g-обратной со свойством наименьших квадратов (обозначается через )t(AL
− ), если 

выполняются условия (1) и (3); 

г)   g-обратной со свойством минимальной нормы (обозначается через )t(AM
− ), если 

выполняются условия (1) и (4); 

д) g-обратной Мура-Пенроуза для )t(A  (обозначается через )t(A+ ), если вы-

полняются условия (1) - (4). 

Тогда для матриц  ( )tA  и ( )tX  может иметь место одно из следующих парных 

условий: 

( ) ( ) ( ) ( ) n x nm x m EtAtX ,EtXtA =⋅=⋅                                  (5) 

(при этом, очевидно, nm =  и, следовательно, )t(A)t(X 1−≡ ), 

( ) ( ) ( ) ( ) ;EtAtX ,EtXtA n x nm x m ≠⋅=⋅                                   (6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ;EtAtX ,EtXtA n x nm x m =⋅≠⋅                                   (7) 

( ) ( ) ( ) ( ) n x nm x m EtAtX ,EtXtA ≠⋅≠⋅ .                                   (8) 

Для построения искомой параметрической обобщ¸нной обратной матрицы ( )tX  

при центре аппроксимации νt  воспользуемся дифференциальными преобразованиями [9] 

     , ∞=
∂

∂⋅=
υ=

,0K
t

)t(x

!K

H
)K(X

tt
K

KK

       •          (((( ))))(((( ))))KX,H,t,t)t(x D
νℵℵℵℵ==== ,  (9) 

где ( )KΧ – изображение (дискрета) оригинала ( )tx – функция целочисленного 

аргумента  ∞= ,0K ; H  - некоторая постоянная (масштабный коэффициент), которая 

вводится с целью выравнивания размерностей слагаемых оригинала и обеспечения 
возможности их суммирования;   •  – знак перехода из области оригиналов в область 

изображений и наоборот; (((( ))))⋅⋅⋅⋅ℵℵℵℵ  – некоторая функция, обусловливающая восстановление 

оригинала ( )tx .  

I. В основе предлагаемого метода сначала положим исходное соотношение (2), 
т.е. 

( ) ( ) ( ) ( ).tXtXtAtX =⋅⋅     (10) 
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С учетом условий (5)-(8) рассмотрим следующие четыре возможных случая, 
оперируя в каждом конкретном случае для определения матричных дискрет 

( )KΧ , ∞= ,0K  обобщенных обратных матриц ( )tX  (кроме первого случая) нор-

мальными псевдорешениями [2] соответствующих матричных линейных алгебраических  
систем. 

    СлучайСлучайСлучайСлучай    1.1.1.1. Пусть при ν= tt  имеют место условия, порождаемые  (5), т.е. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,E0A0XtAtA   ,E0X0AtAtA n x n
1

m x m
1 =⋅=⋅=⋅=⋅ νν

−
ν

−
ν    (11) 

где  ( )0A  - нулевая матричная дискрета матрицы ( )tA  при K=0, а ( ) ( )0A0X 1−≡ - 

нулевая матричная дискрета обратной матрицы ( )tA 1− . Тогда из (10) имеем: 

при K=0: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ;0X0X;0AX0X0F0X0X0A0X0X II =≡⋅⋅=⋅⋅=    (12) 

при K=1: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),0X0A1X1X0A0X0X1A0X1X

mmnn EE
4342143421

××

⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=  

откуда с учетом (11): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ;1X0X;1AX0X1F0X0X1A0X1X II =≡⋅⋅=⋅⋅−=    (13) 

при K=2: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),0X0A2X0X1A1X1X0A1X        

2X0A0X1X1A0X0X2A0X2X

nn

nn

E

E

43421

43421

×

×

⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+

+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=

 

откуда с учетом (11) и  (13): 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ;2X)0X;2A,1A(X)0(X)2(F)0(X

0X]1A0X1A2A[0X2X

II =≡=
=⋅⋅⋅+−⋅=

                   (14’) 

при K=3: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),3X0A0X

0X0A3X1X0A2X0X1A2X

2X0A1X1X1A1X0X2A1X        

2X1A0X1X2A0X0X3A0X3X

nn

mm

E

E

⋅⋅+

+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+
+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+

+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=

×

×

43421

43421  

откуда с учетом (11), (13) и  (14): 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ;3X)0X;3A,,1A(X

0X3F0X 0X]1A0X1A0X1A        
2A0X1A1A0X2A3A[0X3X

I

I

=≡
≡⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅−

−⋅⋅+⋅⋅+−⋅=

K

             (15) 

........................................................................................................................... 
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при K=K: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) .KX0X;KA,,1AX0XKF0X

rXqApXrXqApXKX

II

1Kr,Kq,1Kp

Krqp
0r,0q,0p

Kr,Kq,Kp

Krqp
0r,0q,0p

=≡⋅⋅=

=⋅⋅−=⋅⋅= ∑∑
−==−=

=++
===

===

=++
===

K

              (16) 

ПримерПримерПримерПример    1.1.1.1. Пусть [16] 

 

( )

( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,

t1t2t21t1

t2t26tt

ttt1t

1t32t21t1

tA

2

23

2



















−++−
−++

−
++−

=
 

а .1t =ν  Тогда имеем следующие матричные дискреты для матрицы ( ) :tA  

( ) ,

0330

1371

1101

1530

0A



















=     ( ) ,H

1141

1213

1211

0321

1A ⋅



















−−
−

−
−

=     ( ) ,H

0020

0103

0100

0000

2A 2⋅



















=  

( ) ,H

0000

0001

0000

0000

3A 3⋅



















= ( ) [ ] .4K,0KA ≥∀=  

В соответствии с рекуррентными процедурами (11)-(16) получим следующие 

матричные дискреты для параметрической обобщенной обратной матрицы ( ) :tX  

( ) ,

933333.14.04.01

466666.02.02.00

133333.02.02.00

466666.12.02.11

0X



















−−
−

−−
−−

=  

( ) ,H

506666.1093333.1826666.26.0

120000.1346666.0213333.18.0

253333.1213333.0746666.08.0

213333.0346666.0213333.02.0

1X ⋅



















−−
−−

−−
−−

=  
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( ) ,H

576000.7797333.1357333.4973333.4

034666.2685333.0432000.1186666.1

221333.1632000.0578666.1653333.0

301333.3752000.0165333.2186666.2

2X 2⋅



















−−
−−

−−
−−

=  

( ) 3H

508600.10436270.4753600.11896000.5

532980.4586130.1298130.4794670.2

172090.4178130.1903470.2714670.2

839640.3546130.1991470.3061333.2

3X ⋅



















−−
−−

−−
−−

=  

и т.д. Для восстановления матричного оригинала ( ) ( )tAtX 1−≡  при использовании 

обратных дифференциально-падеевских (ДП) преобразований [9] и 50,0K =  результаты 

вычислений с точностью до 10-16 совпадают с результатами, полученными в [16]  методом 

Фаддеева (из-за сложности аналитических выражений элементов матрицы ( )tX  здесь 

они не приводятся; при необходимости читатель может обратиться к работе [16]).  
 

СлучайСлучайСлучайСлучай    2.2.2.2. Пусть  при ν= tt  имеют место условия, порождаемые  (6), т.е. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) n x nm x m E0A0XtAtX   ,E0X0AtXtA ≠⋅=⋅=⋅=⋅ νννν     (17) 

(здесь и далее во всех соотношениях +  – знак псевдообращения). Тогда: 
при K=0:  условие (12) остается в силе, ибо, исходя из условий (12) и (17) и из того 

факта, что для любой матрицы A  имеет место условие  [ ] AAAA +++ =  (см. [3], стр. 

50), получим 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )( ) ( ) );0(A0X0X;0AX)0(X)0(F)0(X

0X0A0X0X0A0X0X0A0X0X

II

II

+

++

==≡⋅⋅=

=⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=
   (18) 

при K=1:   из условия (13) с учетом (17), аналогично (18) :  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ;1X1X        

0X;1AX)0(X1F)0(X1X0A0X

1X0A0X0X1A0X0A0X1X

III

III

I

==
=≡⋅⋅=⋅⋅=
=⋅⋅=⋅⋅⋅⋅−= ++

    (19) 

при K=2:   из условия (14) с учетом (17)- (19), аналогично (18):  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ;2X2X0X;2,1AX        

)0(X2F)0(X2X0A0X 2X0A0X        

]0X1A1X1X0A1X        

1X1A0X0X2A0X[0A0X2X

III

IIII

==≡
≡⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=

=⋅⋅+⋅⋅+
+⋅⋅+⋅⋅⋅⋅−=

+

+

  (20) 

при K=3:   из условия (15) с учетом (17)- (20), аналогично (18): 
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( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ;3X3X0X;3A,,1AX            

 )0(X3F)0(X3X0A0X3X0A0X           

]1X0A2X0X1A2X2X0A1X           

1X1A1X0X2A1X2X1A0X           

1X2A0X0X3A0X[0A0X3X

III

IIII

==≡
≡⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=

=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+
+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+

+⋅⋅+⋅⋅⋅⋅−=

+

+

K

   (21) 

........................................................................................................................... 
при K=K:   по аналогии с (19)-(21) нормальное псевдорешение : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) .KXKX0X;KA,,1AX0XKF0X

0XKF0X0A0XKX0A0XKX0A0X        

rXqApX0A0XrXqApXKX

IIII

I

0X

II

1Kr,Kq,1Kp

Krqp
0r,0q,0p

Kr,Kq,Kp

Krqp
0r,0q,0p

==≡⋅⋅=

=⋅⋅⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=

=
















⋅⋅−⋅⋅=⋅⋅=

+

−==−=

=++
===

+
===

=++
===

∑∑

K

44 344 21

   (22) 

ПримерПримерПримерПример    2. 2. 2. 2. Пусть 

( )
( )

( )
,

001t0

10t0

t0t1t

tA

2

















−

−
=  

а 0t =ν . . . . Тогда имеем следующие матричные дискреты для матрицы ( ) :tA  

( ) ,

0010

1000

0001

0A

















−

−
= ( ) ,H

0010

0010

1001

1A ⋅
















= ( ) ,H

0000

0000

0010

2A 2⋅
















=     

( ) [ ] .3K,0KA ≥∀=     

В соответствии с рекуррентными процедурами (17)-(22) получим следующие 

матричные дискреты для параметрической обобщенной обратной матрицы ( ) :tX  

( ) ,

010

000

100

001

0X



















−
−

= ( ) .1K,H

100

000

100

011

KX K ≥⋅



















−
−

=  

Следовательно, обратные ДП-преобразования приводят к следующему матричному 
оригиналу: 
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( ) ( ).tA
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




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
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

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





−

−
−

−−
−
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СлучайСлучайСлучайСлучай    3.3.3.3. Пусть  при ν= tt  имеют место условия, порождаемые  (7), т.е. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .E0A0XtAtX   ,E0X0AtXtA n x nm x m =⋅=⋅≠⋅=⋅ νννν   (23) 

Тогда: 
при K=0:   условие (12) остается в силе, ибо, исходя из условий (12) и (23) и из того 

факта, что для любой матрицы ,A естественно, имеет место и условие  [ ] ,AAAA +++ =   

получим 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) );0(A0X0X0X;0AX0X0F0X

0X0A0X0X0A0X0X0A0X0X

IIIIIIII

II

+

++

===≡⋅⋅=

=⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=
 (24) 

при K=1:   из условия (13) с учетом (23), аналогично (24): 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ;1X1X1X
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0X0A1X0X0A0X1A0X1X

IIIIII

IIII

I

===
=≡⋅⋅=⋅⋅=

=⋅⋅=⋅⋅⋅⋅−= ++

        (25) 

при K=2:   из условия (14) с учетом (24), (25), аналогично (24): 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ;2X2X2X0X;2A,1AX0X2F0X
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+⋅⋅+⋅⋅−=

+

+
(26) 

при K=3:   из условия (15) с учетом (24)-(26), аналогично (24): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
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≡⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=

=⋅⋅⋅⋅+⋅⋅+

+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+
+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−=

+

+

K

      (27) 

........................................................................................................................... 
при K=K:   по аналогии с (24)-(27) нормальное псевдорешение: 
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 (28)    

    
ПримерПримерПримерПример    3.3.3.3.    Пусть [14] 
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а 0t =ν . Тогда имеем следующие матричные дискреты для матрицы ( ) :tA  

( ) ,
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В соответствии с рекуррентными процедурами (23)-(28) получим следующие 

матричные дискреты для параметрической обобщенной обратной матрицы ( ) :tX  

( ) ,
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Следовательно, обратные дифференциально-маклореновские (ДМ) преобразования 
[9]  приводят к следующему матричному оригиналу: 

( ) ( ).tA
t10

0t1
tX +≡








=  

    

CCCCлучайлучайлучайлучай    4.4.4.4. Пусть  при ν= tt  имеют место условия, порождаемые  (8), т.е. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .E0A0XtAtX   ,E0X0AtXtA n x nm x m ≠⋅=⋅≠⋅=⋅ νννν   (29) 

Тогда: 

при K=0:   условие (12) остается в силе, т.е. 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) );0(A0X0X0X0X;0AX0X0F0X
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IIIIIIVIV
+
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 (30) 
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при K=1:   в соответствии с (10) и (29)  
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или  
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             (31) 

при K=2:   в соответствии с (10), (29) и (31) 
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и 

т.д. 
 

ПримерПримерПримерПример    4444 [8]. Для этой тестовой матрицы с размерами 1111×  имеют место условия 

(29). Как показали расчеты, полученнoе на основе    соотношений (30)-(32) решение )t(A+  

точно совпадает с решением, полученным в [8] другим методом (из-за громоздкости 
матричных дискрет и решения )t(X они здесь не приводятся). Очевидно, что во всех 

четырех случаях, вне зависимости от выполнения условий (5)-(8), для вычисления 

матричных дискрет ∞= ,0K),K(X  необходимо оперировать полностью 

совпадающимися друг с другом соотношениями (16), (22) или (28). Восстановление 
матричного оригинала - численно-аналитического решения )t(X  в соответствии с 
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некоторым обратным дифференциальным преобразованием, естественнно, не представит 
трудности. 

ПримечаниеПримечаниеПримечаниеПримечание.... Легко можно убедиться, что для рассмотренных примеров 
выполняются как парные условия (5),(11); (6),(17); (7),(23); (8), (29) соответственно, так и 
все условия (1)-(4). 
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ՊԱՐԱՄԵՏՐԱԿԱՆՊԱՐԱՄԵՏՐԱԿԱՆՊԱՐԱՄԵՏՐԱԿԱՆՊԱՐԱՄԵՏՐԱԿԱՆ    ԸՆԴՀԱՆՐԱՑՎԱԾԸՆԴՀԱՆՐԱՑՎԱԾԸՆԴՀԱՆՐԱՑՎԱԾԸՆԴՀԱՆՐԱՑՎԱԾ    ՀԱԿԱԴԱՐՁՀԱԿԱԴԱՐՁՀԱԿԱԴԱՐՁՀԱԿԱԴԱՐՁ    ՄԱՏՐԻՑՆԵՐԻ ՄԱՏՐԻՑՆԵՐԻ ՄԱՏՐԻՑՆԵՐԻ ՄԱՏՐԻՑՆԵՐԻ     

ՈՐՈՇՄԱՆՈՐՈՇՄԱՆՈՐՈՇՄԱՆՈՐՈՇՄԱՆ    ՄԵԹՈԴ ՄԵԹՈԴ ՄԵԹՈԴ ՄԵԹՈԴ     [I][I][I][I] 
 

 

Առաջարկված է պարամետրական ընդհանրացված-հակադարձ մատրիցների 
որոշման հասարակ մեթոդ` հիմնված Գ.Ե. Պուխովի դիֆերենցիալ ձևափոխությունների 
վրա: 

ԱռանցքայինԱռանցքայինԱռանցքայինԱռանցքային    բառերբառերբառերբառեր....    պարամետրական ընդհանրացված հակադարձ մատրիցներ, 
դիֆերենցիալ ձևափոխություններ, թվա-անալիտիկ լուծումներ: 
 

 
 

S.H. SIMONYAN, A.G. AVETISSYAN, A.S. SIMONYANS.H. SIMONYAN, A.G. AVETISSYAN, A.S. SIMONYANS.H. SIMONYAN, A.G. AVETISSYAN, A.S. SIMONYANS.H. SIMONYAN, A.G. AVETISSYAN, A.S. SIMONYAN    
 

METHOD OF DETERMINATION OF PARAMETRIC GENERALIZED INVERSE MATRICES METHOD OF DETERMINATION OF PARAMETRIC GENERALIZED INVERSE MATRICES METHOD OF DETERMINATION OF PARAMETRIC GENERALIZED INVERSE MATRICES METHOD OF DETERMINATION OF PARAMETRIC GENERALIZED INVERSE MATRICES 

[I][I][I][I] 
 

A simple method of the parametric generalized inverse matrices determination based on 
G.E. Pukhov’s differential  transformations is proposed. 

Keywords:Keywords:Keywords:Keywords:    parametric generalized inverse matrices, differential transformations, 
numerical-analytical solutions. 
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