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Аннотация. В работе рассматривается система нелинейных интегральных
уравнений типа свертки на всей прямой. Данная система встречается во мно-
гих разделах математической физики и математической биологии. Исследу-
ются вопросы существования и отсутствия нетривиальных ограниченных ре-
шений. Доказывается также теорема единственности решения в определен-
ном классе ограниченных функций. В конце работы приводятся прикладные
примеры указанной системы.
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1. Введение

Настоящая работа посвящена исследованию следующей системе интегральных

уравнений типа свертки с монотонной нелинейностью:

(1.1) fi(x) =
n∑

j=1

∞∫
−∞

Kij(x− t)Gj(fj(t))dt, x ∈ R := (−∞,+∞), i = 1, 2, . . . , n

относительно искомой непрерывной вектор-функции f(x) := (f1(x), . . . , fn(x))
T

(T – знак транспонирования). В системе (1.1) ядра {Kij(x)}n×n
i,j=1 определены на

множестве R и удовлетворяют следующим условиям:

1) Kij(x) > 0, x ∈ R, Kij ∈ L1(R) ∩M(R), i, j = 1, 2, . . . , n,

2) Kij(x) = Kji(x), x ∈ R, Kij(−τ) = Kij(τ), τ ∈ R+ := [0,+∞), i, j =

1, 2, . . . , n,

3) Kij(x) монотонно убывает по x на множестве R+, i, j = 1, 2, . . . , n,

1Исследование выполнено при финансовой поддержке Комитета по науке РА в рамках на-
учного проекта No. 21T-1A047
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4) r(A) = 1, A := (aij)
n×n
i,j=1, aij :=

∞∫
−∞

Kij(x)dx, i, j = 1, 2, . . . , n, где r(A)

спектральный радиус матрицы A, т.е наибольшее абсолютное значение

собственных значений матрицы A,

5)
∞∫

−∞
|x|Kij(x)dx < +∞, i, j = 1, 2, . . . , n.

Учитывая условия 1) − 4), в силу теоремы Перрона-Фробениуса (см. [1]), су-

ществует вектор η = (η1, η2, . . . , ηn)
T с положительными координатами ηi, i =

1, 2, . . . , n, такой, что

(1.2)
n∑

j=1

aijηj = ηi, i = 1, 2, . . . , n.

В дальнейших рассуждениях нам понадобятся следующее обозначение:

(1.3) η∗i :=
ηi

min
1≤i≤n

ηi
, i = 1, 2, . . . , n.

Нелинейности {Gj(u)}nj=1 определены и непрерывны на множестве R, причем

обладают следующими свойствами:

a) Gj(−u) = −Gj(u), u ∈ R+, j = 1, 2, . . . , n,

b) функции {Gj(u)}nj=1 выпуклы вверх на множестве R+,

c) y = Gj(u) монотонно возрастает по u на множестве R, j = 1, 2, . . . , n,

d) Gj(η
∗
j ) = η∗j , j = 1, 2, . . . , n, где числа η∗j ≥ 1, j = 1, 2, . . . , n определяются

согласно формуле (1.3).

Система нелинейных уравнений (1.1) имеет применение в различных направле-

ниях современного естествознания. Такие системы встречаются в динамической

теории p - адических открыто-замкнутых струн для скалярного поля тахионов,

в кинетической теории газов (при изучении интегро-дифференциального урав-

нения Больцмана в рамках нелинейной модифицированной модели Бхатнагара-

Гросса-Крука), в теории нелинейного переноса излучения в спектральных лини-

ях, в математической теории пространственно-временного распространения пан-

демии (см. [2]-[8]).

Вопросы существования нетривиального знакопеременного нечетного непре-

рывного и ограниченного решения для системы (1.1) обсуждались в работе [9].

Соответствующие скалярные нелинейные интегральные уравнения подробно ис-

следовались в работах [10]-[15].

Следует отметить, что вопросы существования положительных и ограничен-

ных решений для соответствующих систем нелинейных интегральных уравнений
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на положительной полупрямой (т.е когда интегрирование совершается на множе-

стве R+) изучены в работах [16], [17] в случае когда ядра {Kij(x)}nj=1 не обладают

свойством симметричности 2). В отмеченных работах, в основном используя ин-

струменты из линейной теории векторных консервативных интегральных урав-

нений Винера-Хопфа, удается построить однопараметрическое семейство поло-

жительных монотонных непрерывных и ограниченных решений.

В настоящей работе мы будем заниматься вопросами существования и отсут-

ствия нетривиальных ограниченных решений для нелинейной системы (1.1) при

условиях 1)−5) и a)−d). Будет также доказана теорема единственности решения

в определенном классе ограниченных функций. В конце мы приведем конкрет-

ные прикладные примеры ядер {Kij(x)}n×n
i,j=1 и нелинейностей {Gj(u)}nj=1.

2. Обозначения и вспомогательные факты

Обозначим через Qi(u), обратную функцию к функции Gi(u), i = 1, 2, . . . , n на

множестве R (в силу свойств a)− c) существование такой функции обеспечено).

Из свойств a) − d) сразу следует, что для каждого i ∈ {1, 2, . . . , n} существует

εi ∈ (0, 1) такое, что уравнение Qi(u) = εiu имеет единственное положительное

решение ξi, причем ξi < η∗i .

Рассмотрим следующие характеристические уравнения:

(2.1)
n∑

j=1

η∗j

∞∫
0

Kij(t)e
−ptdt =

εiη
∗
i

2
, i = 1, 2, . . . , n

относительно переменной p > 0. В работе [9] показано, что для любого i ∈
{1, 2, . . . , n} характеристическое уравнение (2.1) обладает единственным поло-

жительным решением pi. Обозначим через p∗ := min{p1, p2, . . . , pn}.
Наряду с системой (1.1) рассмотрим следующую видоизмененную нелинейную

систему:

(2.2) Qi(Fi(x)) =

n∑
j=1

∞∫
−∞

Kij(x− t)Fj(t)dt, x ∈ R, i = 1, 2, . . . , n

относительно непрерывной вектор-функции F (x) = (F1(x), . . . , Fn(x))
T .

В той же работе [9] доказано, что система нелинейных интегральных уравне-

ний (2.2) имеет нетривиальное знакопеременное нечетное непрерывное и ограни-

ченное на R решение, причем
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I) ξ∗i (1− e−p∗x) ≤ Fi(x) ≤ η∗i , x ∈ R+, i = 1, 2, . . . , n, где

(2.3) ξ∗i := min
1≤i≤n

(
ξi
η∗i

)
η∗i , i = 1, 2, . . . , n,

II) y = Fi(x) монотонно неубывает на множестве R, i = 1, 2, . . . , n,

III) lim
x→+∞

Fi(x) = η∗i , i = 1, 2, . . . , n,

IV) η∗i − Fi ∈ L1(R+), i = 1, 2, . . . , n.

Очевидно, что вектор функция f(x) = (Q1(F1(x)), Q2(F2(x)), . . . , Qn(Fn(x)))
T

будет решением системы (1.1). Заметим, что

(2.4) η∗i − fi ∈ L1(R+), i = 1, 2, . . . , n.

Действительно, учитывая неравенства I), включение IV ), условия 1), 5), моно-

тонность функций {Qi(u)}ni=1 по u на R, а также соотношения Qi(η
∗
i ) = η∗i ,

i = 1, 2, . . . , n, в силу теоремы Фубини (см. [18]), из (2.2) будем иметь

0 ≤ η∗i − fi(x) = η∗i −Qi(Fi(x)) =

n∑
j=1

∞∫
−∞

Kij(x− t)(η∗j − Fj(t))dt ∈ L1(R+),

ибо

0 ≤
∞∫

−∞

Kij(x−t)(η∗j−Fj(t))dt =

0∫
−∞

Kij(x−t)(η∗j−Fj(t))dt+

∞∫
0

Kij(x−t)(η∗j−Fj(t))dt ≤

≤ η∗j

∞∫
x

Kij(τ)dτ +

∞∫
0

Kij(x− t)(η∗j − Fj(t))dt ∈ L1(R+), i, j = 1, 2, . . . , n.

В силу нечетности функций {Qi(u)}ni=1 и {Fi(x)}ni=1 можно утверждать, что

(2.5) η∗i + fi ∈ L1(R \ R+), i = 1, 2, . . . , n,

(2.6) fi(−x) = −fi(x), i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R+.

Из предельного соотношения III) с учетом непрерывности функций {Qi(u)}ni=1

и соотношений Qi(η
∗
i ) = η∗i , i = 1, 2, . . . , n, заключаем, что

(2.7) lim
x→±∞

fi(x) = ±η∗i , i = 1, 2, . . . , n.

Из нечетности функций {Gj(u)}nj=1 следует, что системе (1.1) удовлетворяет так-

же вектор-функция f∗(x) = (−f1(x),−f2(x), . . . ,−fn(x))
T .
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Замечание 2.1. Рассмотрим следующую систему нелинейных интегральных

уравнений:

(2.8) φi(x) =

n∑
j=1

∞∫
−∞

Kij(x− t)G∗
j (φj(t))dt, i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R

относительно вектор-функции φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))
T , где

(2.9) G∗
j (u) = η∗j −Gj(η

∗
j − u), u ∈ R, j = 1, 2, . . . , n.

Прямой проверкой можно убедиться, что тогда функции

φ±
i (x) := η∗i ± fi(x), i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R

удовлетворяют системе (2.8). Из (1.2), (2.4) - (2.7) сразу следует, что

A) 0 ≤ φ±
i (x) ≤ 2η∗i , φ

±
i (x) ̸≡ 0, φ±

i (x) ̸≡ η∗i , φ
±
i (x) ̸≡ 2η∗i , i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R,

B) φ−
i ∈ L1(R+), φ+

i ∈ L1(R \ R+), lim
x→∓∞

φ±
i (x) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

Возникает естественный вопрос: система нелинейных интегральных уравне-

ний (1.1) может иметь нетривиальное неотрицательное (неположительное)

решение в конусном отрезке [0, η∗1 ]× [0, η∗2 ]× . . . [0, η∗n] с одинаковыми предельны-

ми значениями в ±∞ ?

Ответ на этот вопрос можно получить в §3. Прежде чем перейдем к изучению

данного вопроса докажем следующую важную вспомогательную лемму:

Лемма 2.1. Пусть элементы матрицы A = (aij)
n×n
i,j=1 положительны, причем

aij = aji и r(A) = 1. Тогда, если нелинейности {Gj(u)}nj=1 удовлетворяют усло-

виям a)− d), то система нелинейных алгебраических уравнений

(2.10) ci =

n∑
j=1

aijGj(cj), j = 1, 2, . . . , n

в классе M := {x := (x1, x2, . . . , xn)
T : xi ≥ 0, x ̸≡ 0, i = 1, 2, . . . , n} обладает

единственным решением ci = η∗i , i = 1, 2, . . . , n.

Доказательство. Во-первых заметим, что в силу условия d) и соотношения

(1.2) c = (η∗1 , η
∗
2 , . . . , η

∗
n)

T является решением системы (2.10). Докажем, что в

классе M система (2.10) других решений не имеет. Предположим обратное: си-

стема (2.10) обладает также решением c̃ := (c̃1, c̃2, . . . , c̃n)
T , c̃ ̸= c. Рассмотрим

разность:

(2.11) |η∗i − c̃i| ≤
n∑

j=1

aij |η∗j −Gj(c̃j)|, i = 1, 2, . . . , n.
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Умножим обе части неравенства (2.11) на Gi(c̃i), i = 1, 2, . . . , n и просуммируем

полученное неравенство по всем i = 1, 2, . . . , n. Тогда, учитывая симметричность

матрицы A, будем иметь
n∑

i=1

Gi(c̃i)|η∗i − c̃i| ≤
n∑

i=1

(

n∑
j=1

aij |η∗j −Gj(c̃j)|)Gi(c̃i) =

=

n∑
j=1

|η∗j −Gj(c̃j)|
n∑

i=1

aijGi(c̃i) =

n∑
j=1

|η∗j −Gj(c̃j)|
n∑

i=1

ajiGi(c̃i) =

n∑
j=1

|η∗j −Gj(c̃j)|c̃j ,

откуда следует, что

(2.12)
n∑

i=1

(Gi(c̃i)|η∗i − c̃i| − |η∗i −Gi(c̃i)|c̃i) ≤ 0.

Ясно, что

(2.13)
n∑

i=1

(Gi(c̃i)|η∗i − c̃i| − |η∗i −Gi(c̃i)|c̃i) =
∑
i∈P

(Gi(c̃i)|η∗i − c̃i| − |η∗i −Gi(c̃i)|c̃i),

где

(2.14) P := {i ∈ {1, 2, . . . , n} : c̃i ̸= η∗i , c̃i ̸= 0}.

Следовательно, учитывая (2.13) и (2.12), приходим к неравенству

(2.15)
∑
i∈P

|η∗i − c̃i|c̃i
(
Gi(c̃i)

c̃i
− |η∗i −Gi(c̃i)|

|η∗i − c̃i|

)
≤ 0.

Заметим теперь, что в силу монотонности и выпуклости вверх на R+ функций

{Gj(u)}nj=1 для всех i ∈ P имеет место неравенство

(2.16)
Gi(c̃i)

c̃i
>

|η∗i −Gi(c̃i)|
|η∗i − c̃i|

Неравенства (2.15) и (2.16) приводят к противоречию. Следовательно, c̃ = c =

(η∗1 , η
∗
2 , . . . , η

∗
n)

T является единственным решением системы (2.10) в классе век-

торов M. □

3. Отсутствие нетривиальных неотрицательных (неположительных)

решений для системы (1.1).

Теорема 3.1. При условиях 1)−5) и a)−d) система нелинейных интегральных

уравнений (1.1) в конусном отрезке [0, η∗1 ]× [0, η∗2 ]× . . . [0, η∗n] не может иметь

нетривиальное неотрицательное (неположительное) решение с одинаковыми

предельными значениями в ±∞.
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Доказательство. В силу нечетности нелинейностей {Gj(u)}nj=1 достаточно до-

казать отсутствие нетривиальных неотрицательных решений указанными выше

свойствами. Предположим обратное: система нелинейных интегральных урав-

нений (1.1) имеет нетривиальное неотрицательное решение в конусном отрезке

[0, η∗1 ]× [0, η∗2 ]× . . . [0, η∗n], причем существуют lim
x→±∞

fi(x) = ci, i ∈ 1, 2, . . . , n. Так

как по предположению 0 ≤ fi(x) ≤ η∗i , x ∈ R+, i ∈ 1, 2, . . . , n, то ci ∈ [0, η∗i ], i ∈
1, 2, . . . , n. Так как свертка суммируемой и ограниченной функций из себя пред-

ставляет непрерывную функцию (см. [19]), то в силу условий 1), a), c) и d) за-

ключаем, что fi ∈ C(R), i = 1, 2, . . . , n.

Перейдем в обеих частях системы (1.1) к пределу, когда x → ±∞. Тогда,

используя следующее известное предельное соотношение для операции свертки

(см. [20]):

lim
x→±∞

∞∫
−∞

K(x− t)ϕ(t)dt = ϕ(±∞)

∞∫
−∞

K(u)du,

с учетом непрерывности функций {Gj(u)}nj=1 из (1.1) приходим к системе нели-

нейных алгебраических уравнений (2.10), в которой aij =
∞∫

−∞
Kij(x)dx, i, j =

1, 2, . . . , n. Так как Kij(x) = Kji(x), x ∈ R, i, j = 1, 2, . . . , n, r(A) = 1 и Gj(0) =

0, j = 1, 2, . . . , n, то согласно доказанной лемме либо ci = 0, i = 1, 2, . . . , n, либо

ci = η∗i , i = 1, 2, . . . , n.

Ниже убедимся, что

• если ci = 0, i = 1, 2, . . . , n, то fi ∈ L1(R), i = 1, 2, . . . , n,

• если же ci = η∗i , i = 1, 2, . . . , n, то η∗i − fi ∈ L1(R), i = 1, 2, . . . , n.

Пусть ci = 0, i = 1, 2, . . . , n. Тогда существуют числа r1 > 0 и r2 < 0 такие, что

(3.1) 0 ≤ fi(x) <
η∗i
2
, x > r1, i = 1, 2, . . . , n,

(3.2) 0 ≤ fi(x) <
η∗i
2
, x < r2, i = 1, 2, . . . , n,

Используя неравенства 0 ≤ fi(x) ≤ η∗i , x ∈ R, i = 1, 2, . . . , n, соотношение (1.2), а

также условия 4), 5), a), c) и d), в силу теоремы Фубини из (1.1) для произволь-

ного R > r1 будем иметь

0 ≤
R∫

r1

(η∗i − fi(x))dx =

n∑
j=1

R∫
r1

∞∫
−∞

Kij(x− t)(η∗j −Gj(fj(t)))dtdx =
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=

n∑
j=1

R∫
r1

0∫
−∞

Kij(x−t)(η∗j−Gj(fj(t)))dtdx+

n∑
j=1

R∫
r1

∞∫
0

Kij(x−t)(η∗j−Gj(fj(t)))dtdx ≤

≤
n∑

j=1

η∗j

R∫
r1

∞∫
x

Kij(τ)dτdx+

n∑
j=1

R∫
r1

r1∫
0

Kij(x− t)(η∗j −Gj(fj(t)))dtdx+

+

n∑
j=1

R∫
r1

R∫
r1

Kij(x−t)(η∗j −Gj(fj(t)))dtdx+

n∑
j=1

R∫
r1

∞∫
R

Kij(x−t)(η∗j −Gj(fj(t)))dtdx ≤

≤
n∑

j=1

η∗j

∞∫
0

∞∫
x

Kij(τ)dτdx+

n∑
j=1

η∗j

∞∫
r1

r1∫
0

Kij(x− t)dtdx+

+

n∑
j=1

R∫
r1

R∫
r1

Kij(x− t)(η∗j −Gj(fj(t)))dtdx+

n∑
j=1

η∗j

R∫
0

∞∫
R

Kij(x− t)dtdx =

=

n∑
j=1

η∗j

∞∫
0

τKij(τ)dτ +

n∑
j=1

η∗j

∞∫
r1

x∫
x−r1

Kij(y)dydx+

n∑
j=1

η∗j

R∫
0

x−R∫
−∞

Kij(y)dydx+

+

n∑
j=1

R∫
r1

R∫
r1

Kij(x−t)(η∗j−Gj(fj(t)))dtdx ≤
n∑

j=1

η∗j

∞∫
0

τKij(τ)dτ+

n∑
j=1

η∗j

∞∫
r1

∞∫
x−r1

Kij(y)dydx+

+

n∑
j=1

η∗j

0∫
−∞

z∫
−∞

Kij(y)dydz +

n∑
j=1

R∫
r1

R∫
r1

Kij(x− t)(η∗j −Gj(fj(t)))dtdx ≤

≤ 2

n∑
j=1

η∗j

∞∫
0

τKij(τ)dτ +

n∑
j=1

η∗j

0∫
−∞

Kij(y)(−y)dy +

n∑
j=1

aij

R∫
r1

(η∗j −Gj(fj(t)))dt =

= 3

n∑
j=1

η∗j

∞∫
0

τKij(τ)dτ +
n∑

j=1

aij

R∫
r1

(η∗j −Gj(fj(t)))dt.

Итак, мы получили следующую двойную оценку:

(3.3) 0 ≤
R∫

r1

(η∗i − fi(x))dx ≤ γi +

n∑
j=1

aij

R∫
r1

(η∗j −Gj(fj(t)))dt, i = 1, 2, . . . , n,

где

(3.4) γi := 3

n∑
j=1

η∗j

∞∫
0

τKij(τ)dτ, i = 1, 2, . . . , n.
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Умножим обе части неравенства (3.3) на η∗i , i = 1, 2, . . . , n и просуммируем по-

лученные неравенства по всем i = 1, 2, . . . , n. Тогда с учетом условия симмет-

ричности матрицы A и соотношения (1.2) приходим к следующему двойному

неравенству:

0 ≤
n∑

i=1

η∗i

R∫
r1

(η∗i − fi(x))dx ≤
n∑

i=1

γiη
∗
i +

n∑
j=1

η∗j

R∫
r1

(η∗j −Gj(fj(t)))dt

или

(3.5)
n∑

j=1

η∗i

R∫
r1

(Gi(fi(t))− fi(t))dt ≤
n∑

i=1

γiη
∗
i .

Учитывая неравенства (3.1) и выпуклость вверх функций {Gj(u)}nj=1 на множе-

стве R+ несложно проверить, что

(3.6) Gi(fi(t)) ≥
2Gi(

η∗
i

2 )

η∗i
fi(t), t > r1, i = 1, 2, . . . , n.

Таким образом, в силу (3.6) из (3.5) приходим к оценке

(3.7)
n∑

i=1

η∗i

(
2Gi(

η∗
i

2 )

η∗i
− 1

) R∫
r1

fi(t)dt ≤
n∑

i=1

γiη
∗
i .

Из выпуклости вверх функций {Gj(u)}nj=1 на множестве R+ с учетом условий

a), c) и d) следует, что

Ti :=
2Gi(

η∗
i

2 )

η∗i
− 1 > 0, i = 1, 2, . . . , n.

Следовательно, T := min
1≤i≤n

{Ti} > 0. Итак, учитывая (1.3), из (3.7) получаем, что

(3.8) 0 ≤
R∫

r1

fi(t)dt ≤
1

T

n∑
i=1

γiη
∗
i , i = 1, 2, . . . , n.

Устремляя число R → +∞ в (3.8) приходим к выключению fi ∈ L1(r1,+∞). С ис-

пользованием неравенств (3.2) аналогично можно доказать, что fi ∈ L1(−∞, r2).

Так как fi ∈ C(R), i = 1, 2, . . . , n, то из доказанных фактов следует, что fi ∈
L1(R), i = 1, 2, . . . , n.

В случае когда ci = η∗i , i = 1, 2, . . . , n совершенно идентичными рассуждения-

ми можно доказать, что η∗i − fi ∈ L1(R), i = 1, 2, . . . , n.

Теперь докажем, что
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(!): если fi ∈ L1(R), 0 ≤ fi(x) ≤ η∗i , x ∈ R, i = 1, 2, . . . , n, то fi(x) ≡ 0, x ∈
R, i = 1, 2, . . . , n,

(!!): если же η∗i − fi ∈ L1(R), 0 ≤ fi(x) ≤ η∗i , x ∈ R, i = 1, 2, . . . , n, то

fi(x) ≡ η∗i , x ∈ R, i = 1, 2, . . . , n.

Пусть fi ∈ L1(R), i = 1, 2, . . . , n. Интегрируем обе части системы (1.1) по x на

R, затем умножим обе части полученного равенства на η∗i , i = 1, 2, . . . , n и про-

суммируем по всем i = 1, 2, . . . , n. Тогда, если учитывать соотношение (1.2) и

симметричность матрицы A, в силу теоремы Фубини получим

(3.9)
n∑

i=1

η∗i

∞∫
−∞

(Gi(fi(t))− fi(t))dt = 0

Так как 0 ≤ fi(t) ≤ η∗i , t ∈ R, i = 1, 2, . . . , n, то из условий a)− d) сразу следует,

что

(3.10) Gi(fi(t)) ≥ fi(t), t ∈ R, i = 1, 2, . . . , n,

причем равенство в (3.10) возможно только тогда, когда
[

fi(t) = 0,
fi(t) = η∗i ,

i = 1, 2, . . . , n.

Поскольку fi ∈ L1(R) ∩ C(R), i = 1, 2, . . . , n, то из (3.9), в силу (3.10), полу-

чаем, что fi(t) ≡ 0, i = 1, 2, . . . , n. Точно также можно проверить, что если

η∗i − fi ∈ L1(R), 0 ≤ fi(t) ≤ η∗i , t ∈ R, i = 1, 2, . . . , n, то fi(t) ≡ η∗i , i = 1, 2, . . . , n.

Итак, в обеих случаях мы получаем только тривиальные решения. Следова-

тельно, теорема 3.1 полностью доказана.

4. О единственности решения системы (1.1). Примеры

Как уже было отмечено в §2, система (1.1) обладает двумя непрерывными зна-

копеременными монотонными решениями: f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))
T и f∗(x) =

(−f1(x), . . . ,−fn(x))
T , где функции {fi(x)}ni=1 обладают свойствами (2.5) - (2.7).

Замечание 4.1. Прямой проверкой можно убедиться, что системе (1.1) удо-

влетворяют также следующие однопараметрические семейства вектор-функций:

fc(x) = (f1(x+c), . . . , fn(x+c))T , f∗
c (x) = (−f1(x+c), . . . ,−fn(x+c))T , c ∈ R.

Возникает следующий вопрос: в классе непрерывных нечетных и ограничен-

ных функций на R система нелинейных интегральных уравнений (1.1), кроме ре-

шений f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))
T , f∗(x) = (−f1(x), . . . ,−fn(x))

T , может ли иметь

других решений?
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Ответ на этот вопрос нам удается дать частично. А именно, справедлива сле-

дующая

Теорема 4.1. При условиях 1)− 5), a)− d) система нелинейных интегральных

уравнений (1.1) в классе нетривиальных нечетных функций, определенных на

множестве R, принадлежащих конусному отрезку [−η∗1 , η
∗
1 ]× . . .× [−η∗n, η

∗
n], и

имеющих конечный предел в ±∞, не может иметь более двух решений.

Прежде чем займемся доказательством данной теоремы, рассмотрим следую-

щую вспомогательному систему нелинейных интегральных уравнений с суммарно-

разностным ядром на положительной полупрямой:

(4.1) Qi(φi(x)) =

n∑
j=1

∞∫
0

(Kij(x− t)−Kij(x+ t))φj(t)dt, x ∈ R+, i = 1, 2, . . . , n

относительно искомой вектор - функции φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))
T , где, как уже

было отмечено, Qi = G−1
i , i = 1, 2, . . . , n.

Вопросу существования неотрицательного нетривиального ограниченного и

монотонно неубывающего решения системы (4.1) посвящена работа [9]. Мы до-

кажем следующую вспомогательную лемму о единственности решения системы

(4.1).

Лемма 4.1. При условиях 1)−5), a)−d) система (4.1) в классе нетривиальных

неотрицательных вектор-функций, определенных на множестве R+, принад-

лежащих конусному отрезку [0, η∗1 ] × . . . × [0, η∗n], и имеющих конечный предел

в +∞ имеет единственное решение.

Доказательство леммы 4.1. Аналогичными рассуждениями, как в доказа-

тельстве теоремы 3.1, здесь можно убедиться, что если φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))
T

– любое нетривиальное неотрицательное решение системы (4.1), причем 0 ≤
φi(x) ≤ η∗i , x ∈ R+, lim

x→+∞
φi(x) < +∞, i = 1, 2, . . . , n, то либо lim

x→+∞
φi(x) =

0, i = 1, 2, . . . , n, либо lim
x→+∞

φi(x) = η∗i , i = 1, 2, . . . , n. Более того, в первом случае

φi ∈ L1(R+), i = 1, 2, . . . , n, а во втором случае η∗i − φi ∈ L1(R+), i = 1, 2, . . . , n.

С другой стороны, из результатов работы [9] следует, что система (4.1) обла-

дает неотрицательным монотонно неубывающим непрерывным на R+ решением

φ∗(x) = (φ∗
1(x), . . . , φ

∗
n(x))

T , причем

ξ∗i (1− e−p∗x) ≤ φ∗
i (x) ≤ η∗i , x ∈ R+,
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lim
x→+∞

φ∗
i (x) = η∗i , η

∗
i − φ∗

i ∈ L1(R+), i = 1, 2, . . . , n.

Ниже докажем, что на самом деле такое решение единственно в выше упомя-

нутом классе вектор-функций (см. формулировку леммы 4.1). Предположим

обратное: тогда либо система (4.1) обладает вторым неотрицательным нетри-

виальным ограниченным решением φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))
T со свойствами:

0 ≤ φi(x) ≤ η∗i , x ∈ R+, lim
x→+∞

φi(x) = η∗i , η
∗
i − φi ∈ L1(R+), i = 1, 2, . . . , n, либо

обладает также неотрицательным нетривиальным суммируемым на R+ решени-

ем φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))
T , причем

(4.2) 0 ≤ φi(x) ≤ η∗i , x ∈ R+, lim
x→+∞

φi(x) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

Если существует неотрицательное нетривиальное суммируемое решение φ(x) =

(φ1(x), . . . , φn(x))
T со свойствами (4.2), то, снова используя непрерывность опе-

рации свертки суммируемых и ограниченных функций, можно утверждать, что

φi ∈ C(R+), i = 1, 2, . . . , n. Более того, из (4.1), в силу четности ядер {Kij(x)}n×n
i,j=1

по x и свойств функций {Qi(u)}ni=1, легко следует, что φi(0) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

Убедимся, что φi(x) > 0, при x > 0, i = 1, 2, . . . , n. Так как φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))
T

тождественно ненулевая вектор - функция и φi(x) ≥ 0, x ∈ R+, i = 1, 2, . . . , n, то

в силу легко проверяемого неравенства:

(4.3) Kij(x− t) > Kij(x+ t), x, t > 0, i, j = 1, 2, . . . , n,

из (4.1) получим, что Qi(φi(x)) ≥ 0 и Qi(φi(x)) ̸≡ 0, x ∈ R+ для всех i =

1, 2, . . . , n. Учитывая монотонность нечетность и непрерывность функций {Qi(u)}ni=1,

заключаем, что для каждого i ∈ {1, 2, . . . , n} существует xi > 0 такое, что

φi(xi) > 0. В силу непрерывности функций {φi(x)}ni=1, следует, что существу-

ют положительные числа {δi}ni=1, такие, что φi(x) > 0, при x ∈ (xi − δi, xi + δi),

причем xi > δi, i = 1, 2, . . . , n. Тогда в силу (4.3) из (4.1) будем иметь

(4.4)

Qi(φi(x)) ≥
n∑

j=1

xj+δj∫
xj−δj

(Kij(x− t)−Kij(x+ t))φj(t)dt > 0 = Qi(0), i = 1, 2, . . . , n.

Учитывая монотонность функций {Qi(u)}ni=1, из (4.4) получаем

(4.5) φi(x) > 0, при x > 0, i = 1, 2, . . . , n.
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Используя неравенства (4.3), оценим теперь разность:

(4.6)
|Qi(φi(x))−Qi(φ

∗
i (x))| ≤

n∑
j=1

∞∫
0

(Kij(x− t)−Kij(x+ t))|φj(t)− φ∗
j (t)|dt,

x ∈ R+, i = 1, 2, . . . , n

Умножим обе части неравенства (4.6) на функцию φi ∈ L1(R+), i = 1, 2, . . . , n

интегрируем обе части полученного неравенства по x пределах от 0 до +∞, затем

просуммируем по всем i = 1, 2, . . . , n.

Так как Kij ∈ L1(R), φj , φ
∗
j ∈ CM (R+), i, j = 1, 2, . . . , n (CM (R+) – простран-

ство непрерывных и ограниченных функций на R+), то имея в виду теорему

Фубини, четность и симметричность ядер {Kij(x)}n×n
i,j=1, получим

n∑
i=1

∞∫
0

φi(x)|Qi(φi(x))−Qi(φ
∗
i (x))|dx ≤

≤
n∑

i=1

n∑
j=1

∞∫
0

φi(x)

∞∫
0

(Kij(x− t)−Kij(x+ t))|φj(t)− φ∗
j (t)|dtdx =

=

n∑
i=1

n∑
j=1

|φj(t)− φ∗
j (t)|

∞∫
0

(Kji(t− x)−Kji(t+ x))φi(x)dxdt =

=

n∑
j=1

∞∫
0

|φj(t)− φ∗
j (t)|

 n∑
i=1

∞∫
0

(Kji(t− x)−Kji(t+ x))φi(x)dx

 dt =

=

n∑
j=1

∞∫
0

|φj(t)− φ∗
j (t)|Qj(φj(t))dt

или

(4.7)
n∑

i=1

∞∫
0

{|Qi(φi(x))−Qi(φ
∗
i (x))|φi(x)− |φi(x)− φ∗

i (x)|Qi(φi(x))}dx ≤ 0.

Так как η∗i − φ∗
i ∈ L1(R+), φi ∈ L1(R+), φi(0) = φ∗

i (0) = 0, φ∗
i (x) > 0, φi(x) > 0,

x > 0, i = 1, 2, . . . , n, то для каждого i ∈ {1, 2, . . . , n} существует xi > 0, такое,

что φ∗
i (xi) ̸= φi(xi). Снова используя непрерывность этих функций, заключаем,

что существуют положительные числа {λi}ni=1 такие, что φ∗
i (x) ̸= φi(x), xi > λi,

x ∈ (xi − λi, xi + λi), i = 1, 2, . . . , n. Ясно, что когда x ∈ (xi − λi, xi + λi)

(4.8) φi(x) ̸= 0, i = 1, 2, . . . , n.

Введем следующие измеримые множества:

Pi := {x ∈ R+ : φ∗
i (x) ̸= φi(x), φi(x) ̸= 0}, i = 1, 2, . . . , n.
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Очевидно, что 0 ̸∈ Pi, i = 1, 2, . . . , n.

В силу сказанного выше имеем (xi − λi, xi + λi) ⊂ Pi, i = 1, 2, . . . , n. Следова-

тельно, mesPi > 0, i = 1, 2, . . . , n. Из соотношений Qi(0) = 0, i = 1, 2, . . . , n сразу

следует, что

n∑
i=1

∞∫
0

{|Qi(φi(x))−Qi(φ
∗
i (x))|φi(x)− |φi(x)− φ∗

i (x)|Qi(φi(x))}dx =

=

n∑
i=1

∫
Pi

{|Qi(φi(x))−Qi(φ
∗
i (x))|φi(x)− |φi(x)− φ∗

i (x)|Qi(φi(x))}dx ≤ 0

или

(4.9)
n∑

i=1

∫
Pi

|φi(x)− φ∗
i (x)|φi(x)

(
|Qi(φi(x))−Qi(φ

∗
i (x))|

|φi(x)− φ∗
i (x)|

− Qi(φi(x))

φi(x)

)
dx ≤ 0.

В тоже время в силу выпуклости вниз нелинейностей {Qi(u)}ni=1 на множестве

R+ можем утверждать, что для всех x ∈ Pi :

(4.10)
|Qi(φi(x))−Qi(φ

∗
i (x))|

|φi(x)− φ∗
i (x)|

>
Qi(φi(x))

φi(x)
, i = 1, 2, . . . , n.

Сопоставляя неравенства (4.9) и (4.10), определение множеств {Pi}ni=1 и тот

факт, что φi(x) > 0 при x ∈ Pi, i = 1, 2, . . . , n, приходим к противоречию. Повто-

ряя идентичные рассуждения в случае существования второго нетривиального

ограниченного решения φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))
T (со свойствами lim

x→+∞
φi(x) =

η∗i , η
∗
i − φi ∈ L1(R+)) опять приходим к противоречию. □

Теперь перейдем к доказательству теоремы 4.1.

Доказательство теоремы 4.1. Используя нечетность функций {Gi(u)}nj=1

и четность ядер {Kij(x)}n×n
i,j=1, прямой проверкой можно убедиться, что если

φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))
T нетривиальное решение системы (4.1), то вектор-

функции f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))
T , f∗(x) = (−f1(x), . . . ,−fn(x))

T , где

fi(x) =

{
Qi(φi(x)), x ≥ 0,
−Qi(φi(−x)), x < 0,

i = 1, 2, . . . , n

будут решениями системы (1.1). Более того, если f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))
T ,

нечетное нетривиальное решение системы (1.1), то φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))
T ,

φi(x) = Gi(fi(x)), x ∈ R+, i = 1, 2, . . . , n будет решением системы (4.1). Ис-

пользуя эти факты согласно лемме 4.1 приходим к завершению доказательства

теоремы 4.1. □
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В конце работы приведем примеры прикладного характера ядер {Kij(x)}n×n
i,j=1

и нелинейностей {Gi(u)}nj=1, для которых выполняются условия доказанных утвер-

ждений.

Примеры ядер {Kij(x)}n×n
i,j=1 :

p1) Kij(x) =
aij√
π
e−x2

, x ∈ R, i, j = 1, 2, . . . , n, где aij > 0, i, j = 1, 2, . . . , n

элементы матрицы A, спектральный радиус которого равен единице,

p2) Kij(x) =
b∫
a

e−|x|sBij(s)ds, x ∈ R, i, j = 1, 2, . . . , n, где {Bij(s)}n×n
i,j=1 – поло-

жительные и непрерывные функции на множестве [a, b), 0 < a < b ≤ +∞,

причем спектральный радиус матрицы B :=

(
2

b∫
a

Bij(s)
s ds

)n×n

i,j=1

равен

единице.

Примеры нелинейностей {Gi(u)}nj=1 :

q1) Gj(u) =

{
γj(1− e−u), u > 0,
γj(e

u − 1), u < 0
j = 1, 2, . . . , n, где {γj}nj=1 – числовые

параметры, причем γj > 1, j = 1, 2, . . . , n,

q2) Gj(u) = αj
p
√
u, j = 1, 2, . . . , n, где αj > 0, j = 1, 2, . . . , n — числовые

параметры, а p > 2 — нечетное число.

Замечание 4.2. Отметим, что нелинейности вида q1) с ядрами вида p1)

встречаются в математической теории пространственно - временного рас-

пространения пандемии (см. [7], [8]), а нелинейности вида q2) с ядрами p2) воз-

никают в кинетической теории газов и в теории переноса излучения (см. [4]-

[6]). В случае гауссовского распределения ядер вида p1) нелинейности типа q2)

встречаются в задаче динамической теории p - адических открыто-замкнутых

струн (см. [2], [3]).

Замечание 4.3. Следует отметить также, что в скалярном случае n = 1 и

K(x) = β
2 e

−β|x|, x ∈ R, β > 0, к изучению интегральных уравнений вида (1.1)

сводятся задачи нахождения волновых гладких решений нелинейных классиче-

ских элиптических уравнений и уравнений типа Клейна-Гордона (см. [15]).

Abstract. The paper considers a system of nonlinear integral equations of the

convolution type on the whole line. This system arises in many branches of mathematical

physics and mathematical biology. The questions of existence and absence of nontrivial

bounded solutions are investigated. A uniqueness theorem for a solution in a certain
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class of bounded functions is also proved. At the end of the work, applied examples

of this system are given.
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