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Аннотация. Сравниваются частично гипоэллиптические (по Гордингу, Маль-
гранжу и Эренпрейсу) и (частично) - гипоэллиптические по Буренкову опе-
раторы (многочлены). Получаются условия при которых добавление млад-
ших членов к частично - гипоэллиптическому оператору (многочлену) дан-
ного типа не нарушает тип его частчной гипоэллиптичности.
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1. Введение. Вспомогательные предложения

Пусть N множество всех натуральных чисел, N0 = N∪{0}, Nn
0 := N0× ...×N0−

множество n− мерных мультииндексов, т.е. точек α = (α1, ..., αn) : αj ∈ N0,

(j = 1, ..., n), Rn n−мерное евклидово пространство вещественных точек ξ =

(ξ1, ..., ξn), Rn,0 = {ξ ∈ Rn : ξ1 · ... · ξn ̸= 0} и Rn,+ = {ξ ∈ Rn : ξj ≥ 0 (j =

1, ..., n)}.
Для ν ∈ Rn,+, ξ ∈ Rn, α ∈ Nn

0 и k ∈ N, 1 ≤ k < n положим (ξ, ν) :=

ξ1 ν1 + ... + ξn νn, |ν| = ν1 + ... + νn, |ξ| =
√
ξ21 + ...+ ξ2n, ξ

′
:= (ξ1, ..., ξk),

ξ
′′
:= (ξk+1, ..., ξn), ξ = (ξ

′
, ξ

′′
). ξα = ξα1

1 ...ξαn
n , Dα = Dα1

1 , ..., Dαn
n , где Dj =

∂
∂ξj

(j = 1, ..., n).

Пусть R(ξ) =
∑
α
γα ξα многочлен с постоянными коэффициантами, где сумма

распространяется по конечному набору мультииндексов (R) := {α ∈ Nn
0 , γα ̸= 0}.

Введем еще следующие обозначения: для многочлена R и числа k ∈ N, 1 ≤
k < n : через (r) обозначим множество мультииндексов α′ ∈ Nk

0 для которых

1Исследование выполнено при финансовой поддержки тематического фонда Российско -
Армянского университета министерства образования и науки Российской Федерации.
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существует мультииндекс α′′ ∈ Nn−k
0 такой, что α := (α′, α′′) ∈ (R), а для α′ ∈

(r) обозначим (rα′) := {α′′ ∈ Nn−k
0 , α := (α′, α′′) ∈ (R)} и положим

rα′(ξ′′) :=
∑

α′′∈(rα′ )

γ(α′,α′′) (ξ
′′)α

′′
.

Тогда многочлен R можно представить в виде

(1.1) R(ξ) =
∑

α′∈(r)

(ξ′)α
′
rα′(ξ′′).

Определение 1.1 (см. [1], определение 11.1.2 и теорему 11.1.3). Многочлен R

называется гипоэллиптическим, если R(α)(ξ)/R(ξ) := DαR(ξ)/R(ξ) → 0 при

|ξ| → ∞ для любого 0 ̸= α ∈ Nn
0 .

Определение 1.2 (см. [2], [3] или [1], определение 11.2.4 и теорему 11.3.3). Мно-

гочлен R называется частично гипоэллиптическим по Гордингу - Мальгранжу

(далее Г - М - гипоэллиптическим) относительно переменных ξ
′′
:= (ξk+1, ..., ξn)

1 ≤ k < n, если (см. представление (1.1)) многочлен r 0′(ξ
′′) является гипоэллип-

тическим относительно ξ
′′

и для любого 0 ̸= α′ ∈ Nk
0 rα′(ξ′′)/r 0′(ξ

′′) → 0 при

|ξ′′| → ∞.

Определение 1.3 (см. [4] - [5]) Многочлен R называется гипоэллиптическим

по Буренкову (далее Б - гипоэллиптическим) относительно переменных ξ
′
:=

(ξ1, ..., ξk) 1 ≤ k < n, если |R(α′)(ξ)/[1 + |R(ξ)] → 0 при |ξ| → ∞ для любого

0 ̸= α′ ∈ Nk
0 .

Определение 1.4 (см. [6] и [1] определение 10.3.4) Говорят, что оператор P (D)

(многочлен P (ξ)) мощнее (соответственно сильнее) операторa Q(D) (многочле-

на Q(ξ)) и пишут Q < P, (соответственно Q ≺ P, ) если с некоторой посто-

янной C > 0 |Q(ξ)| ≤ C [1 + |P (ξ)|] (соответственно Q̃(ξ) ≤ C P̃ (ξ), где для

оператора R(D)− функция Л. Хëрмандера, определяемая формулой R̃(ξ) :=√∑
|α|≥0 |Dα(ξ)|2) ∀ξ ∈ Rn.

Пусть M = {α1, ..., αM} набор мультииндексов. Многогранником Ньютона на-

бора M назовем наименьший выпуклый многогранник ℜ(M), содержащий все

точки M. Многогранником Ньютона оператора R(D) (многочлена R(ξ)) назо-

вем многогранник Ньютона ℜ((R)) набора (R) ∪ {0}.
Определение 1.5 (см. [7]) Оператор R(D) (многочлен R(ξ)) назовем регуляр-

ным (или невырожденным), если существует число c > 0 такое, что∑
ν∈ℜ((R))

|ξν | ≤ c [1 + |R(ξ)| ] ∀ξ ∈ Rn.
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Гладкость решений линейных дифференциальных уравнений часто определяется

поведением на бесконечности символа (характеристического многочлена) соот-

ветствующего дифференциального оператора. Например, эллиптическим урав-

нениям, все непрерывные решения которых являются аналитическими функци-

ями (вещественных переменных), соответствуют символы, которые бесконечно

возрастают при стремлении аргумента на бесконечность. При этом, скорость та-

кого стремления является оптимальной, т.е. если

(1.1)′ R(D) =

m∑
k=0

Rm−k(D) =:

m∑
k=0

∑
|α|=m−k

γα Dα

эллиптический оператор порядка ordR = m , то существует число σ > 0 такое,

что |Rm(ξ)| + 1 ≥ σ [|ξ|m + 1] ∀ξ ∈ Rn. Отсюда следует, в частности, что a)

Q < R (следовательно Q ≺ R) для любого оператора Q порядок которого не

превосходит m, b) к эллиптическому оператору можно добавить любой оператор

Q порядка ordQ < m, не нарушая его эллиптичность.

Гипоэллиптическим операторам, все непрерывные решения отвечающих им

уравнений которых являются бесконечно дифференцируемыми функциями, так-

же соответствуют символы, которые бесконечно возрастают при стремлении ар-

гумента на бесконечность (см. [1], теорема 11.1.3 ). Однако добавление младшего

члена (конечно представляет интерес только случай когда его порядок строго

меньше порядка данного оператора) может нарушить его гипоэллиптичность.

Символы гиперболических (по Гордингу) операторов уже могут не возрас-

тать на бесконечности. Однако оказывается, что если (см. представление (1.1)′)

главная часть Rm(D) оператора R(D) гиперболичен, то оператор R(D) яв-

ляется гиперболическим тогда и только тогда, когда Rm−k ≺ Rm для всех

k = 1, 2, ...,m (см. [7] - [8] или [1] теорема 12.4.6).

Нахождению условий, при которых тот или иной младший член можно доба-

вить к данному гипоэллиптическому оператору, не нарушая его гипоэллиптич-

ность, посвящены много работ (см., например [9] - [11] ). Но сравнительно мало

изучен этот вопрос для разных частично гипоэллиптических операторов.

Настоящая заметка посвящена этому вопросу и, непосредственно связанный

с этой тематикой, вопросу о сравнении частично гипоэллиптических операторов

разных типов.

Сначала докажем несколько вспомогательных предложений, которыми будем

пользоваться при получении основных результатов.
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Лемма 1.1. Пусть многочлен P (ξ) = P (ξ′, ξ′′) Г - М - гипоэллиптичен отно-

сительно ξ′′ и Q < P. Тогда существует постоянная c > 0 такая, что (см.

представление (1.1) где многочлены {pα′}, и {qα′} и множества (p) и (q)

для многочленов P и Q определяются аналогично тому, как это делалось

для многочлена R)

(1.2)
∑

α′∈(q)

|qα′(ξ′′)| ≤ c [|p 0′(ξ
′′)|+ 1] ∀ξ′′ ∈ Rn−k.

Доказательство. Из условия леммы на многочлен P (см. определение 1.2) сле-

дует существование постоянной c1 ≥ 1 такой, что

c−1
1 [|p 0′(ξ

′′)|+ 1] ≤ |P (ξ)|+ 1 ≤ c1 [|p 0′(ξ
′′)|+ 1] ∀ξ ∈ Rn, |ξ′| ≤ 1.

Отсюда и из условия Q < P следует существование числа c2 > 0 такого, что

(1.3) |Q(ξ)| ≤ c2 [|p 0′(ξ
′′)|+ 1] ∀ξ ∈ Rn, |ξ′| ≤ 1.

Пусть m′ размерность пространства многочленов от k переменных с комплекс-

ными коэффициентами степень которых не превышает dq := max{|α′|, α ∈ (q)}
и пусть множество A := {τ ′(j) ∈ Rk, |τ ′(j)| ≤ 1}m′

j=1 определяется так, что лю-

бой многочлен от k переменных порядка не выше dq, обращающийся в нуль на

множестве A, обращается в нуль тождественно на Rk. Рассмотрим следующую

линейную алгебраическую систему уравнений относительно {qα′ : α′ ∈ (q)}∑
α′∈(q)

[τ ′(j)]α
′
qα′(ξ′′) = Q(τ ′(j), ξ′′) j = 1, ...,m′; ξ′′ ∈ Rn−k.

Из определения множества A следует, что эта система однозначно разрешима

и для любого мультииндекса α′ ∈ (q) существуют числа {cα′,j}m
′

j=1 такие, что

qα′(ξ′′) =
m′∑
j=1

cα′,j Q(τ ′(j), ξ′′) для всех ξ′′ ∈ Rn−k, откуда, в силу (1.3), следует

утверждение Леммы 1.1. □

Ниже мы будем пользоваться следующим легко проверяемым предложением

Предложение 1.1. Пусть r ∈ N, ∅ ≠ Λ ⊂ {α ∈ Nn
0 : |α| = r}. Тогда существуют

векторы λ = (λ1, ..., λn) : λj > 0 (j = 1, ..., n) и β ∈ Λ такие, что

(λ, β) > max{(λ, α) ∀α ∈ Λ \ {β}},

(λ, β) > (λ, α) ∀α ∈ Nn
0 , |α| < r,

(λ, β) < (λ, α) ∀α ∈ Nn
0 , |α| > r.

Лемма 1.2. Если (q)\{0′} ≠ ∅, то, при условиях леммы 1.1 |qα′(ξ′′)|/[ |p0′(ξ′′)|+
1] → 0 при |ξ′′| → ∞ для любого α ∈ (q) : |α′| ≠ 0.
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Доказательство. Предположим обратное, что при условиях леммы существу-

ют постоянная c1 > 0, мультииндекс β′ ∈ (q) : |β′| ̸= 0 и последовательность

{ξ′′(s)}∞s=1 : |ξ′′(s)| → ∞ при s → ∞ такие, что

(1.4) |qβ′(ξ′′(s))| ≥ c1 [ | p 0′(ξ
′′(s))|+ 1] (s = 1, 2, ...).

Обозначим ts := max 0′ ̸=α′∈(q) | qα′(ξ′′(s))| (s = 1, 2, ...). В силу конечности мно-

жества (q) существует мультииндекс γ′ ∈ (q) : |γ′| ≠ 0 и подпоследовательность

последовательности {ξ′′(s)}∞s=1 (которую, не умаляя общности, также обозначим

через {ξ′′(s)}∞s=1 ) для которых |qγ′(ξ′′(s))| = ts для всех s = 1, 2, ...·.
Пусть (q)l := {β′ ∈ (q), |β′| = l (l = 1, 2, ...)} и r максимальная длина тех α′ ∈

(q) : |α′| ≠ 0 для которых
∑

α′∈(q)r
|qα′(ξ′′(s))|/ts ↛ 0 при s → ∞. Тогда, за счет

выбора подпоследовательности последовательности {ξ′′(s)}∞s=1 (которую также

обозначим через {ξ′′(s)}∞s=1) и определения числа r получаем существование

числа c2 ≥ 1 такого, что

(1.5)
∑

α′∈(q)l

|qα′(ξ′′(s))| ≤ c2 ts l = 1, ..., r − 1, s = 1, 2, ...,

(1.6)
∑

α′∈(q)r

|qα′(ξ′′(s))| ≤ c2 ts s = 1, 2, ...

и при s → ∞

(1.7)
∑

α′∈(q)j

|qα′(ξ′′(s)|/ts → 0 j > r.

Из определения и конечности множества (q)r следует, что существуют подпосле-

довательность последовательности {ξ′′(s)}∞s=1 (которую также обозначим через

{ξ′′(s)}∞s=1), непустое множество B(q) ⊂ (q)r и постоянная c3 > 0 для которых

при всех α′ ∈ B(q) ( см. определение последовательности {ts}∞s=1)

(1.8) c−1
3 ts ≤ |qα′(ξ′′(s))| ≤ c3 ts s = 1, 2, ..., s = 1, 2, ...

и для любого β′ ∈ (q)r \ B(q) при s → ∞

(1.9) |qα′(ξ′′(s))|/ts → 0.

В силу определения последовательности {ts} из оценки (1.4) имеем

(1.10) ts ≥ c1/c3 [|p0′(ξ′′(s))|+ 1], s = 1, 2, ...·

Так как B(q) ̸= ∅, то в силу предложения 1.1 существует вектор λ′ = (λ1, ..., λk),

λj > 0 (j = 1, ..., k) и мультииндекс δ′ ∈ B(q) такие, что

(1.11) (λ′, δ′) > (λ′, α′) ∀α′ ∈ (q)l, l < r,
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(1.12) (λ′, δ′) > (λ′, α′) ∀α′ ∈ B(q) \ {δ′},

(1.13) (λ′, δ′) < (λ′, α′) ∀α′ ∈ (q)l, l > r,

Для каждого s ∈ N обозначим

θs := min{ min
α′∈(q)r\B(q)

| qδ
′(ξ′′(s))

qα′(ξ′′(s))
|2/(λ

′,α′),

min
α′∈(q)l, l>r

| qδ
′(ξ′′(s))

qα′(ξ′′(s))
|1/[(λ

′,α′)−(λ′,δ′)], min
0′ ̸=α′∈(p)

| p0
′(ξ′′(s))

pα′(ξ′′(s))
|1/(λ

′,α′)}.

Так как |ξ′′(s)| → ∞ при s → ∞, то из частичной гипоэллиптичности многочлена

P, из соотношений (1.9), (1.7) и из оценки (1.8), в силу соотношений (1.9) и (1.

11) имеем, что θs → ∞ при s → ∞.

Положим ξ(s) = (ξ′(s), ξ′′(s)), где ξ′(s) = (θ
λ1/2
s , ..., θ

λk/2
s ) и рассмотрим поведения

многочленов P и Q на последовательности {ξ(s)} для достаточно больших s.

Так как, в силу определения последовательности {ξ(s)}∞s=1, p0′(ξ
′′(s)) ̸= 0 для

достаточно больших s (см. определения 1.2 и 1.1), то для достаточно больших

s имеем

|P (ξ(s))| ≤
∑

α′∈(p)

θ(λ
′,α′)

s |pα′(ξ′′(s))| = |p 0′(ξ
′′(s))|[1 +

∑
0′ ̸=α′∈(p)

θ(λ
′,α′)

s |pα′(ξ′′(s))

p 0′(ξ′′(s))
| ]

≤ |p 0′(ξ
′′(s))| [1 +

∑
0′ ̸=α′∈(p)

θ−(λ′,α′)
s ].

Так как координаты λ′ положительны и θs → ∞ при s → ∞, то отсюда получаем

при s → ∞

(1.14) |P (ξ(s)) | = | p 0′(ξ
′′(s))|[1 + o(1)].

Рассмотрим следующие четыре возможных случая 1) α′ ∈ (q)l и l < r, 2)

α′ ∈ (q)l и l > r 3) α′ ∈ (q)r \ B(q), 4) α′ ∈ B(q) \ {δ′}.
В случае 1) α′ ∈ (q)l и l < r в силу определения последовательности {ξ(s)}

и оценок (1.11), (1.5), (1.8) имеем при s → ∞

| (ξ
′(s))α

′
qα′(ξ′′(s))

(ξ′(s))δ′ qδ′(ξ′′(s))
| = θ[(λ

′,α′)−(λ′,δ′)]/2
s |qα

′(ξ′′(s))

qδ′(ξ′′(s))
|

(1.15) ≤ θ[(λ
′,α′)−(λ′,δ′)]/2

s

c2 ts

c−1
4 ts

→ 0.

В случае 2) α′ ∈ (q)l и l > r в силу определения последовательности {ξ(s)} и

неравенства (1.13) аналогично имеем при s → ∞
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| (ξ
′(s))α

′
qα′(ξ′′(s))

(ξ′(s))δ′ qδ′(ξ′′(s))
| ≤ θ[(λ

′,α′)−(λ′,δ′)]/2
s θ−[(λ′,α′)−(λ′,δ′)]

s

(1.16) = θ−[(λ′,α′)−(λ′,δ′)]
s /2 → 0.

В случае 3) α′ ∈ (q)r \ B(q), в силу определения последовательности {ξ(s)},
имеем при s → ∞

(1.17) | (ξ
′(s))α

′
qα′(ξ′′(s))

(ξ′(s))δ′ qδ′(ξ′′(s))
| = θ[(λ

′,α′)−(λ′,δ′)]/2
s |qα

′(ξ′′(s))

qδ′(ξ′′(s))
| ≤ θ−(λ′,δ′)/2

s → 0.

В случае 4) α′ ∈ B(q) \ {δ′}. в силу определения последовательности {ξ(s)} и

неравенств (1.8), (1.12) имеем при s → ∞

(1.18) | (ξ
′(s))α

′
qα′(ξ′′(s))

(ξ′(s))δ′ qδ′(ξ′′(s))
| ≤ θ[(λ

′,α′)−(λ′,δ′)]/2
s

c4 ts

c−1
4 ts

→ 0.

Из соотношений (1.15) - (1.18), в силу неравенства (1.8) имеем при s → ∞

|Q(ξ(s))| ≥ |(ξ′(s))δ
′
qδ′(ξ

′′(s))| −
∑

α′∈(q)\{δ′}

|(ξ′(s))α
′
qα′(ξ′′(s))|

(1.19) = θ(λ
′,δ′)/2

s |qδ′(ξ′′(s))| [1− o(1)] ≥ c−1
4 ts θ

(λ′,δ′)/2
s [1− o(1)].

Так как θs → ∞ при s → ∞ то отсюда, в силу (1.14), получаем, что |Q(ξ(s))|/[1+
|P (ξ(s))|] → ∞ при s → ∞. Это противоречит условиям леммы и доказывает

лемму. Лемма 1.2 доказана. □

Докажем еще следующее вспомогательное предложение, которое понадобится

нам далее

Лемма 1.3. Пусть многочлены P и Q такие, что |Q(ξ)|/[1 + |P (ξ)|] → 0 при

|ξ| → ∞. Тогда при для любых l, r ∈ N, l > r и x → ∞

(1.20) f(x) := sup
ξ∈Rn

|xr Q(ξ)|
1 + |xl Q(ξ)|+ |P (ξ)|

→ 0.

Доказательство. Легко усматреть, что при условиях леммы функция f непре-

рывна и ограничена в R1,+. Предположим обратное, что при условиях леммы

соотношение (1.20) нарушается, т.е. существует последовательность {xs}∞s=1 та-

кая, что xs → ∞ при s → ∞ и число c > 0 такие, что

(1.21) f(xs) ≥ c s = 1, 2, ...·
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Из определения функции f в силу (1.21) имеем, что для любого s ∈ N существует

точка ξ(s) ∈ Rn такая, что

(1.22)
|xr

s Q(ξ(s))|
1 + |xl

s Q(ξ(s))|+ |P (ξ(s))|
≥ c

2
s = 1, 2, ...·

Из (1.22) следует, что Q(ξ(s)) ̸= 0 s = 1, 2, ...· Следовательно при s → ∞ имеем

c

2
≤ |xr

sQ(ξ(s))|
|xl

sQ(ξ(s))|
= xr−l

s → 0.

Полученное противоречие доказывает лемму. □

2. Основные результаты

Всюду ниже будем считать, что изучаемые многочлены P,Q,R, ... представ-

лены в виде (1.1), где 1 ≤ k < n, ξ
′
:= (ξ1, ..., ξk), ξ

′′
:= (ξk+1, ..., ξn), ξ = (ξ′, ξ′′).

Теорема 2.1. Пусть многочлен P (ξ) = P (ξ′, ξ′′) Г - М - гипоэллиптичен от-

носително группы переменных ξ′′ и Q < P. Тода многочлен R(ξ) := P (ξ) +

Q(ξ)−Q0′(ξ) также Г-М - гипоэллиптичен относително ξ′′.

Доказательство. Из определения многочлена R следует, что r0′(ξ
′′) = p0′′(ξ

′′)

и rα′(ξ′′) = pα′(ξ′′) + qα′(ξ′′) для любого α′ ∈ Nk
0 .

Так как в силу условия теоремы многочлен p0′′(ξ
′′) гипоэллиптичен как мно-

гочлен от ξ′′, то многочлен r0′(ξ
′′) гипоэллиптичен как многочлен от ξ′′. С

другой стороны, из условия теоремы на многочлен P (см. определение 1.2) и

леммы 1.2 для любого 0 ̸= α′ ∈ Nk
0 имеем |rα′(ξ′′)|/|p0′(ξ′′)| ≤ [pα′(ξ′′)|+ |qα′(ξ′′)|]

/|p0′(ξ′′)| → 0 при |ξ′′| → ∞.

Откуда (см. определение 1.2) получаем, что многочлен R(ξ) Г - М - гипоэл-

липтичен относително переменных ξ′′. □

Следствие 2.1. Пусть многочлен P (ξ) = P (ξ′, ξ′′) Г - М - гипоэллиптичен

относително группы переменных ξ′′. Если для многочлена Q(ξ′′) существуют

мультииндекс 0′ ̸= α′ ∈ Nk
0 и число c > 0 такие, что |(ξ′)α′

Q(ξ′′)| ≤ c [|P (ξ)|+1]

∀ξ ∈ Rn, то для любого мультииндекса β′ ∈ Nk
0 многочлен P (ξ) + (ξ′)β

′
Q(ξ′′) Г

- М - гипоэллиптичен относително ξ′′.

Теорема 2.2. Пусть многочлен P (ξ) = P (ξ′, ξ′′) Б - гипоэллиптичен относи-

телно группы переменных ξ′, при этом многочлен p0′(ξ
′′) = P (0′, ξ′′) гипоэл-

липтичен как многочлен от ξ′′. Тогда многочлен P Г - М - гипоэллиптичен

относително ξ′′.
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Доказательство. По определению 1.2 достаточно показать, что pα′(ξ′′)/p0′(ξ
′′) →

0 при |ξ′′| → ∞. В силу условия теоремы для любого 0 ̸= α′ ∈ Nk
0 имеем при

|ξ′′| → ∞
|pα′(ξ′′)|
|p0′(ξ′′)|

=
|Dα′

P (ξ′, ξ′′)|
α′! |P (ξ′, ξ′′)|

|ξ′=0 → 0,

что доказивает теорему, так как по условию теоремы многочлен p0′(ξ
′′) гипоэл-

липтичен относительно ξ′′. □

Следствие 2.1. Пусть многочлен P (ξ) = P (ξ′, ξ′′) Б - гиперболичен относитель-

но ξ′, при этом многочлен p0′(ξ
′′) = P (0′, ξ′′) гипоэллиптичен как многочлен от

ξ′′. Если Q < P, то многочлен R(ξ) := P (ξ) + Q(ξ) − Q0′(ξ) является Г-М -

гипоэллиптическим относительно ξ′′.

Теорема 2.3. Пусть k = n− 1, ξ′ = (ξ1, ..., ξn−1), ξ′′ = ξn. Если отличный от

постоянной многочлен P (ξ) = P (ξ′, ξ′′) Б - гиперболичен относительно ξ′, то

многочлен P Г - М - гипоэллиптичен относительно ξn.

Доказательство. Из Б - гиперболичности относительно ξ′, многочлена P сле-

дует, что для любого 0 ̸= α ∈ Nn−1
0 при ξ′′ = ξn → ∞

(2.1)
|pα′(ξn)|

1 + |p0′(ξn)|
=

|(Dα′
P )(ξ′, ξn)|

1 + |P (ξ′, ξn)|
|ξ′=0 → 0.

Так как мультииндексы {α′} и последовательности {ξn} произвольные, то их

можно выбирать так, чтобы pα′(ξn) ̸= 0 для всех ξn из этой последовательности.

Тогда из (2.1) следует, что ordp0′(ξn) ≥ 1. Так как любой многочлен одного пере-

менного, отличного от постоянной, гипоэллиптичен, то утверждение настоящей

теоремы непосредственно следует из теоремы 2.2. □

На примерах покажем, что требование k = n − 1 в этой теореме является

существенным.

Пример 2.1. Пусть n = 3, k = 1, т.е. ξ′ = ξ1, ξ′′ = (ξ2, ξ3), P (ξ) = (ξ22 − ξ23)
4

+ξ42 + ξ43 +ξ21 (ξ
2
2 + ξ23). Легко проверить, что это Б - гипоэллиптический много-

член относительно ξ1. Однако из теоремы 2 работы [9] следует, что многочлен

p0′(ξ
′′) = P (0, ξ2, ξ3) = (ξ22 − ξ23)

4 +ξ42 + ξ43 как многочлен двух переменных ξ2, ξ3

не является гипоэллиптическим, поэтому многочлен P не является частично

гипоэллиптическим по ξ2, ξ3.

Пример 2.2. Пусть n = 3, k = 1, т.е. ξ′ = ξ1, ξ′′ = (ξ2, ξ3), P (ξ) = ξ62 ξ
6
3

+ξ42+ξ43 ξ21 (ξ
2
2+ξ23). Легко проверяется, что это Б - гипоэллиптический многочлен

относительно ξ1.
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Так как многогранник Ньютона многочлена p0′ = ξ62 ξ
6
3 +ξ42 + ξ43 не является

вполне правильным, то по лемме 2.1 работы [12] многочлен p0′ не является гипо-

эллиптическим, следовательно, P не является частично гипоэллиптическим по

ξ2, ξ3.

Теорема 2.4. Пусть регулярный (см. определение 1.5) многочлен R Г - М -

гипоэллиптичен относительно ξ′′ = (ξ2, ..., ξn). Тогда он Б - гипоэллиптичен

относительно ξ′ = ξ1.

Доказательство. Предположим обратное, что при условиях теоремы, суще-

ствуют последовательность {ξ(s)}∞s=1 такая, что |ξ(s)| → ∞ при s → ∞, муль-

тииндекс 0 ̸= α′ = α1 ∈ N, и число c1 > 0 такие, что

(2.2)
|(Dα1

1 R)(ξ(s))|
1 + |R(ξ(s))|

≥ c1 s = 1, 2, ..·

Из условия Г - М - гипоэллиптичности многочлена P и из оценки (2.2) следу-

ет, что ξ′(s) = ξ1(s) → ∞ при s → ∞. Так как многочлен R регулярен, то с

некоторыми положительными постоянными c2 и c3 имеем (см. представление

(1.1))

1 + |R(ξ(s))| ≥ c2 [1 +
∑

β∈(R)

|ξβ | ]

(2.3) ≥ c3 [1 +
∑

β′∈(r)

|(ξ′)β
′
rβ′(ξ′′)| ] = c3 [1 +

M∑
β1=0

|ξβ1

1 rβ1
(ξ′′)| ].

Так как из Г - М - гипоэллиптичности многочлена R относительно ξ′′ = (ξ2, ..., ξn)

следует, что rβ′(ξ′′)/[ 1 + |r0(ξ′′)| ] → 0 при ξ′′ → ∞ то из оценок (2.2) - (2.3),

применяя лемму 1.3 имеем, что при s → ∞

c1 ≤
∑

β1≥α1

β1!

(β1 − α1)!

|ξβ1−α1

1 (s) rβ1(ξ
′′(s)) |

1 + |ξβ1(s)
1 rβ1

(ξ′′(s)) |+ |r0(ξ′′(s))|
→ 0.

Полученное противоречие доказывает справедливость утверждения теоремы. □

В силу теоремы 2.4 и основной теоремы работы [4] непосредственно следует

Теорема 2.5. Пусть регулярный оператор P (D′, Dn) с многогранником Нью-

тона ℜ(P ) Г - М - частично гипоэллиптичен, r > 0, Ωr := {x = (x′, xn); x
′ ∈

En−1, |xn| < r}. Тогда любое слабое решение u уравнения P (D′, Dn)u = 0 та-

кое, что ||Dαu||L2(Ω) < ∞ ∀α ∈ ℜ(P ), является бесконечно дифференцируемой

функцией.
42



О СРАВНЕНИЕ МОЩНОСТИ ЧАСТИЧНО ...

Abstract. Partially hypoelliptical operators (according to Gording, Malgrunge

and Ehrenpreis) and (partially) Burenkov hypoelliptic operators (polynomials) are

compared. Conditions are obtained under which the addition of lower terms to a

partially hypoelliptic operator (polynomial) of a given type does not violate the type

of its partial hypoellipticity.
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