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Èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå ìàññèâíîãî ãðàâèòèðóþùåãî ãàëî íà âðàùåíèå ýëëèïñîèäàëüíîãî
áàðà â äèñêîâûõ ãàëàêòèêàõ. Ìåòîä îñíîâàí íà âû÷èñëåíèè ìîìåíòà ñèë ìåæäó áàðîì è
ãàëî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè èõ âçàèìíîé ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè. Äëÿ ïðîâåðêè íîâîãî
ìåòîäà ðàññìîòðåíû äâå ìîäåëè: ïðîñòîé âàðèàíò ñ îäíîðîäíûìè êîìïîíåíòàìè, è áîëåå
ñëîæíûé âàðèàíò, â êîòîðîì ãàëî ïðåäñòàâëåíî ñëîèñòî-íåîäíîðîäíûì ýëëèïñîèäîì ñ
ïàðàáîëè÷åñêèì çàêîíîì ïëîòíîñòè. Äëÿ îáåèõ ìîäåëåé ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ âçàèìíîé
ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè áàðà è ãàëî, ïîñòðîåí ëàãðàíæèàí è âûâîäÿòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ íåëèíåéíûõ âðàùàòåëüíûõ êîëåáàíèé áàðà. Ýòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò âðàùåíèå
áàðà ñ ïåðåìåííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Íàéäåíû ÷àñòîòû è ïåðèîäû ëèáðàöèé óãëîâîé
ñêîðîñòè áàðà êàê â îáùåì íåëèíåéíîì ñëó÷àå, òàê è â ïðèáëèæåíèè ãàðìîíè÷åñêèõ
êîëåáàíèé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ó÷åò íåîäíîðîäíîñòè ãàëî ìîæåò çàìåòíî (ïðèìåðíî â 2 ðàçà)
óâåëè÷èâàòü ïåðèîä ýòèõ êîëåáàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòðóêòóðà äèñêîâûõ ãàëàêòèê: áàðû è ãàëî: âçàèìíàÿ ýíåðãèÿ

   ýëëèïñîèäîâ: ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âðàùàòåëüíûõ

  êîëåáàíèé áàðîâ: ÷àñòîòû è ïåðèîäû êîëåáàíèé

1. Ââåäåíèå. Èç íàáëþäåíèé íàäåæíî óñòàíîâëåíî, ÷òî áàðû è ãàëî

ÿâëÿþòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ìíîãèõ äèñêîâûõ ãàëàêòèê, íî íåêîòîðûå

âîïðîñû âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ êîìïîíåíòîâ ãàëàêòèê åùå íå âûÿñíåíû

îêîí÷àòåëüíî. Èçó÷åíèå ýâîëþöèè óêàçàííûõ êîìïîíåíòîâ îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé

çàäà÷åé [1,2]. Èç ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [3,4] ñëåäóåò, ÷òî áàðû â äèñêîâûõ

ãàëàêòèêàõ ìîãëè ôîðìèðîâàòüñÿ â äâà ýòàïà. Â ýïîõó 1z  ïðîõîäèëà

ñðàâíèòåëüíî êîðîòêàÿ "áóðíàÿ ñòàäèÿ" è áàðû â ãàëàêòèêàõ âñòðå÷àëèñü åùå

ðåäêî. Çàòåì, â èíòåðâàëå 10  z , ÷èñëî áàðîâ âîçðîñëî è íà÷àëàñü ýïîõà

ìåäëåííîé âåêîâîé ýâîëþöèè, êîãäà áàðû óêðóïíÿþòñÿ è ðàñòóò âìåñòå ñ

äèñêàìè [5]. ×åì áëèæå ê íàì ãàëàêòèêè ïðè 1z , òåì ÷àùå îíè èìåþò áàð.

Áîëåå ïîëîâèíû âñåõ èçâåñòíûõ äèñêîâûõ ãàëàêòèê èìåþò áàð. Ìàññèâíûå

ãàëàêòèêè ôîðìèðóþò áàðû ðàíüøå, ÷åì ìåíåå ìàññèâíûå [6], ïðè÷åì äëèíà

áàðîâ çàìåòíî êîððåëèðóåò ñ ìàññîé ãàëàêòèêè [5]. È õîòÿ ìàññèâíîå ãàëî

ìîæåò ïðåïÿòñòâîâàòü îáðàçîâàíèþ áàðîâ (ñì., íàïðèìåð, [7]), íî ó ìíîãèõ

äèñêîâûõ ãàëàêòèê åñòü è ïåðåìû÷êà, è ãàëî.
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Â ðàáîòå [8] áûëà ïîñòðîåíà óïðîùåííàÿ ôàçîâàÿ ìîäåëü áåññòîëêíî-

âèòåëüíîãî, ñîñòîÿùåãî èç îòäåëüíûõ çâåçä öèëèíäðà, âëîæåííîãî â îäíîðîäíîå

âðàùàþùååñÿ çâåçäíîå ãàëî. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòà ìîäåëü èìååò âèä ÷åòûðåõ-

ìåðíîãî ýëëèïñîèäà â øåñòèìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ôàçîâûé ýëëèïñîèä

äâàæäû âûðîæäåí; ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå âêëþ÷àåò

â ñåáÿ ïðîèçâåäåíèå äâóõ äåëüòà-ôóíêöèé Äèðàêà, àðãóìåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ

ïåðâûìè èçîëèðóþùèìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ çâåçäû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî

âíóòðè áàðà ñóùåñòâóþò ñäâèãîâûå (óñðåäíåííûå ïî ñêîðîñòÿì) òå÷åíèÿ.

Ïàðàìåòðû ìîäåëè ìîãóò áûòü âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñêîðîñòü ïîòåðè

ìàññû ìîäåëè èç-çà ýòîãî äâèæåíèÿ áûëà î÷åíü ìàëîé. Òàêèì îáðàçîì,

àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé ñàìîñîãëàñîâàííîé

ìîäåëè áàðà, âëîæåííîãî â ãàëî.

Î âàæíîñòè ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ áàðà è ãàëî â ãàëàêòèêàõ ãîâîðÿò è

ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çâåçäíûõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð,

[9-11]). Îòìåòèì, ÷òî â ñèñòåìå áàð-ãàëî ìîãóò ïðîèñõîäèòü ìíîãèå ñëîæíûå

äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû. Òàê, ýôôåêò äèíàìè÷åñêîãî òðåíèÿ áàðà î ãàëî

[12-14] ìîæåò âûçâàòü çàìåäëåíèå âðàùåíèÿ áàðà. Â ðàáîòå [2] èçó÷àëñÿ

äðóãîé ìåõàíèçì çàìåäëåíèÿ âðàùåíèÿ áàðà çà ñ÷åò ïåðåíîñà óãëîâîãî ìîìåíòà

ê çâåçäàì. Íåêîòîðûå ãàëàêòè÷åñêèå áàðû îêàçûâàþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè ê

ïåðåñòðîéêå ñâîåé ôîðìû [15,16]); ïðè ýòîì ôîðìèðóåòñÿ êîðîá÷àòî/îðåõî-

âèäíàÿ ôîðìà áàðà. Ýòîò ýôôåêò èçó÷àëñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ìîäåëèðîâàíèþ

è óñòàíîâëåíî, ÷òî îí ñâÿçàí ñ î÷åíü ìàññèâíûì îêðóæàþùèì ãàëî. Â ðàáîòå

[17] àâòîðû ðàññìîòðåëè áûñòðûé ðåæèì ýâîëþöèè òàêîãî áàðà, à â ñòàòüå

[18] áûë èçó÷åí ìåäëåííûé ðåçîíàíñíûé ðåæèì.

Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷ îá ýâîëþöèè áàðîâ â ãàëàêòèêàõ âàæåí âûáîð

ïîäõîäÿùåãî ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ. Íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ïîñòðîåíèå ñàìî-

ñîãëàñîâàííûõ ôàçîâûõ ìîäåëåé âîçìîæíî ëèøü â íåêîòîðûõ ñðàâíèòåëüíî

ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ, ñì., íàïðèìåð [19], íî äëÿ íåîäíîðîäíîãî áàðà è ãàëî ýòî

âðÿä ëè âîçìîæíî èç-çà ìàòåìàòè÷åñêèõ òðóäíîñòåé.

Â äàííîé ðàáîòå, êàê ïåðâûé øàã â ðåøåíèè ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ

íåñòàöèîíàðíîé ìîäåëè ãàëàêòèêè, ðàçðàáîòàí ìåòîä èçó÷åíèÿ ïîâîðîòíûõ

(âðàùàòåëüíûõ) êîëåáàíèé òðåõîñíîãî áàðà ïîä âëèÿíèåì ãðàâèòèðóþùåãî

òðåõîñíîãî ãàëî. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ëàãðàíæèàíà, ãäå â êà÷åñòâå

ïîòåíöèàëüíîãî ÷ëåíà èñïîëüçóåòñÿ âçàèìíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû

"áàð-ãàëî". Âàæíîé îñîáåííîñòüþ äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ

îò âçàèìíîé ýíåðãèè ïî óãëó êîëåáàíèé ñðàçó äàåò ìîìåíò ñèë, äåéñòâóþùèõ

íà áàð ñî ñòîðîíû âíåøíåãî ãàëî, è ýòî ïîçâîëÿåò ïðîñòûì ñïîñîáîì

âûâîäèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âðàùàòåëüíûõ êîëåáàíèé áàðà.

Â ðàçäåëå 2 äàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è, â ðàçäåëå 3 íàéäåíà âçàèìíàÿ

ãðàâèòàöèîííàÿ ýíåðãèÿ îäíîðîäíîãî áàðà è îäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî
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ãàëî. Ëàãðàíæèàí â ýòîé çàäà÷å ïîëó÷åí â ðàçäåëå 4, ãäå âûâîäèòñÿ òàêæå

óðàâíåíèå íåëèíåéíûõ ïîâîðîòíûõ êîëåáàíèé âðàùàþùåãîñÿ áàðà. Â ðàçäåëå

5 ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùàÿ çàäà÷à î âçàèìíîé ýíåðãèè è ëèáðàöèÿõ áàðà

â íåîäíîðîäíîì ýëëèïñîèäàëüíîì ãàëî.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Áàð (ïåðåìû÷êà, ðóêàâ) ñîñòîèò â îñíîâíîì

èç çâåçä, è íà ðàííåé ñòàäèè ýâîëþöèè ìîäåëèðóåòñÿ âûòÿíóòûì îäíîðîäíûì

òðåõîñíûì ýëëèïñîèäîì ñ ïîëóîñÿìè (à
1

 > à
2

 > a
3
). Î ôîðìå áàðîâ äîïîëíèòåëüíî

ñì. ðàáîòó [20]. Áàð íàõîäèòñÿ âíóòðè òðåõîñíîãî ãàëî ñ ãðàíèöåé

 . , 1 3212
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2
3

2
2

2
2
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1 aaa
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x
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x
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 (1)

Çàìåòèì, ÷òî áàð âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè Ox
3
 çíà÷èòåëüíî áûñòðåå, ÷åì î÷åíü

ìàññèâíîå ãàëî. Â ïðåäåëå ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü âðàùåíèåì ãàëî è ðàññìàò-

ðèâàòü âðàùåíèå òîëüêî áàðà. Â ïðèíöèïå, âî âíóòðåííåì ýëëèïñîèäå ìîãóò

ñóùåñòâîâàòü è òå÷åíèÿ ãàçà (èëè æèäêîñòè) ñ ïîëåì ñêîðîñòåé u

 (u

1
, u

2
, u

3
).

Ôèãóðû ðàâíîâåñèÿ ñ âíóòðåííèì ïîëåì ñêîðîñòåé ðàññìàòðèâàëèñü â ðÿäå

ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [21-23]). Îäíàêî â äàííîé ðàáîòå âíóòðåííèìè òå÷åíèÿìè

â áàðå ìû ïðåíåáðåãàåì.

Áàð íà ñòàäèè âåêîâîé ýâîëþöèè âðàùàåòñÿ, è çäåñü íàñ èíòåðåñóåò,

ïðåæäå âñåãî, âëèÿíèå ãðàâèòèðóþùåãî òðåõîñíîãî ãàëî, ïðèâîäÿùåå ê

íåáîëüøèì ïîâîðîòíûì óñêîðåíèÿì è çàìåäëåíèÿì âî âðàùåíèè ñàìîãî áàðà.

Ïóñòü ñèñòåìà äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò Ox
1
x

2
x

3
 ñâÿçàíà ñ ãëàâíûìè îñÿìè

ãàëî, à ñèñòåìà OX
1
X

2
x

3
 - ñ ãëàâíûìè îñÿìè ýëëèïñîèäàëüíîãî áàðà. Â ñîãëàñèè

ñ âûøåñêàçàííûì ïîëàãàåì, ÷òî âðàùåíèå áàðà ïðîèñõîäèò âîêðóã îñè Ox
3
.

Ðèñ.1. Ñå÷åíèå ýëëèïñîèäàëüíîãî áàðà, âëîæåííîãî â òðåõîñíîå ãàëî. Ïîêàçàíû ñèñòåìû

êîîðäèíàò, ñâÿçûâàþùèå áàð è ãàëî, à òàêæå óãîë íàêëîíà áàðà )(t . Îñü âðàùåíèÿ áàðà
Ox

3
 íîðìàëüíà ê ïëîñêîñòè ðèñóíêà.

x
1

X
1

x
2

X
2

O

(t)
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Îðèåíòàöèÿ áàðà çàäàåòñÿ óãëîì  t  îòíîñèòåëüíî îñåé ãàëî Ox
1
x

2
 (ðèñ.1).

Ââåäåííûå äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ôîðìóëàìè

. sincos; cossin

; sincos; sin-cos

122212

211111





xxXXXx

xxXXXx
(2)

3. Âçàèìíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ýíåðãèÿ îäíîðîäíûõ ýëëèïñîèäîâ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìîìåíòà ñèë ìåæäó áàðîì è ãàëî ïðèìåíèì ìåòîä, îñíîâàííûé

íà âû÷èñëåíèè èõ âçàèìíîé ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè W
mut

. Íàïîìíèì, ÷òî

ïîâåðõíîñòü áàðà äàíà ôîðìóëîé (1) è åãî ïëîòíîñòü åñòü b , à ýëëèïñîè-

äàëüíîå ãàëî èìååò ïîëóîñè ( 321 aaa  ) è ïëîòíîñòü H . Äëÿ îäíîðîäíîãî

áàðà â ãàëî âçàèìíóþ ýíåðãèþ óäîáíåå íàõîäèòü ïî ôîðìóëå [24]

  , 

bV
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b
. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [21]), ÷òî â ñèñòåìå êîîðäèíàò
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Ïîòåíöèàë ãàëî (4) óäîáíî çàïèñàòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò áàðà OX
1
X

2
x

3
.

Èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî ôîðìóëû (2), ïîëó÷èì âûðàæåíèå
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Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë (7) ïîä çíàê èíòåãðàëà â (3)

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî òåíçîð èíåðöèè âòîðîãî ïîðÿäêà îäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà ðàâåí

, 
5

1 2
ijib

V

jibij aMdVXXI

b

  (8)

ãäå 34 321 bb aaaM   - ìàññà áàðà, à ij  - ñèìâîë Êðîíåêåðà, â èòîãå, ïîñëå

èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäèì âçàèìíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû áàð-ãàëî:

      . 5sincos
5

1 2
33

22
12

2
21

22
22

2
11 IaAaAaAaAaAMGW bHmut  (9)
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè 0 , êîãäà áîëüøàÿ îñü áàðà OX
1
 ñîâïàäàåò ñ îñüþ ãàëî Ox

1
,

âçàèìíàÿ ýíåðãèÿ ïðèíèìàåò ñâîå ìèíèìàëüíîå (ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ) çíà÷åíèå

   . 5
5

1 2
33

2
22

2
11

0 IaAaAaAMGW bHmut  (10)

Äàëåå ïðèìåì  0
mutW  çà òî÷êó îòñ÷åòà âçàèìíîé ýíåðãèè è ñîñòàâèì ðàçíîñòü

    . 0
mutmutmut WWW

~
 (11)

Ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé â (11) íàõîäèì

     . sin
5

1 22
2

2
112  aaAAMGW

~
bHmut (12)

Îòìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå (12) ïðèñóòñòâóåò òîëüêî ÷ëåí, çàâèñÿùèé îò óãëà

 . Â íåì êîýôôèöèåíò ïðè 2sin  îáðàùàåòñÿ â íóëü â äâóõ ñëó÷àÿõ: (i)

ïðè îñåâîé ñèììåòðèè âíåøíåãî ãàëî (êîãäà 21 AA  ), èëè (ii) êîãäà â

òðåõîñíîì ãàëî ñàì áàð èìååò êðóãîâóþ ñèììåòðèþ a
1

 = a
2
. È â òîì, è â

äðóãîì ñëó÷àÿõ ìîìåíò ñèë ìåæäó áàðîì è ãàëî îòñóòñòâóåò.

Ãðàôèê ôîðìóëû (12) ïîêàçàí íà ðèñ.2. Èç íåãî âèäíî, ÷òî ìèíèìóì

âçàèìíîé ýíåðãèè äåéñòâèòåëüíî äîñòèãàåòñÿ òîãäà, êîãäà áîëüøàÿ îñü áàðà

ñîâïàäàåò ñ íàèáîëüøåé îñüþ ãàëî. Èç ýòîãî ðèñóíêà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî â

èíòåðâàëå óãëîâ 22   ñèñòåìà áàð-ãàëî íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîé

ÿìå, ïðè÷åì íîðìèðîâàííàÿ âçàèìíàÿ ýíåðãèÿ èìååò ñâîé ëîêàëüíûé ìèíèìóì

ïðè 0 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîì ðåæèìå äâèæåíèÿ ëèáðàöèþ áàðà ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê êîëåáàíèÿ â ïîëå òÿæåñòè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ïåðåêàòû-

Ðèñ.2. Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííîé âçàèìíîé ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè
2
1

)/(5 aMGW
~

W
bHmut

  ãàëî è áàðà îò óãëà îðèåíòàöèè  . Äëÿ ðàñ÷åòîâ âçÿòû çíà÷åíèÿ

150
1

.A  ; 402 .A  ; 50/
12

.aan  .

0.5-1.5 -1 -0.5 1 1.5
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âàþùåéñÿ âíóòðè èçîáðàæåííîé âîãíóòîé ÷àøè. Òàêèå ïîâîðîòíûå êîëåáàíèÿ

áàðà ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ðåæèìû âðàùåíèÿ áàðà â ãàëî.

4. Ìîìåíò ñèë è óðàâíåíèå âðàùåíèÿ áàðà. Äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ

ãàëî íà âðàùåíèå áàðà ïðèìåíèì ìåòîä, ðàçâèòûé â ðàáîòå Êîíäðàòüåâà [25].

Â ýòîì ìåòîäå ìîìåíò ñèë M, äåéñòâóþùèõ íà áàð ñî ñòîðîíû ãàëî, íàõîäèòñÿ

÷åðåç âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè âçàèìíîé ýíåðãèè ñèñòåìû "áàð-

ãàëî" ïî óãëó âðàùåíèÿ  . Â íàøåì ñëó÷àå, åäèíñòâåííàÿ, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ

òðåòüÿ êîìïîíåíòà ìîìåíòà ñèë áóäåò ðàâíà:

.



 mutW

~

M (13)

Äàëåå óïðîñòèì çàäà÷ó è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàññà è ìîìåíò èíåðöèè ãàëî

îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ I
3H

 íàìíîãî áîëüøå, ÷åì ìàññà M
b
 è ìîìåíò

èíåðöèè áàðà I
3b
, ò.å. I

3H
 >> I

3b
. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå î äîìèíèðóþùåì âëèÿíèè

ãàëî ñîãëàñóåòñÿ ñ íàáëþäåíèÿìè è ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè ìîäåëÿìè

[11]. Â óêàçàííîì ïðèáëèæåíèè âðàùàåòñÿ òîëüêî áàð, à ìàññèâíîå ãàëî â

èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îñòàåòñÿ â ïîêîå. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîëåáà-

òåëüíîãî äâèæåíèÿ áàðà áóäåò ðàâíà

 . 
5

1
, 

2

1 2
2

2
13

2

3 aaMI
dt

d
IK bbb 







 
 (14)

Ëàãðàíæèàí áóäåò ðàâåí

     . sin
5

1

2

1 22
2

2
112

2

3 






 
 aaAAMG

dt

d
IW

~
KL bHbmut (15)

Ñ ó÷åòîì ëàãðàíæèàíà (15), âòîðîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ Ëàãðàíæà

, 0











 d

dL

d

dL

dt

d
 (16)

ãäå ÷ëåí ddL  ðàâåí ìîìåíòó ñèë èç (13), äàåò èñêîìîå äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ óãëà  t :

. 0sin22  (17)

Âõîäÿùàÿ â (17) âåëè÷èíà 2  ñâÿçàíà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ãàëî è áàðà

 . 122
2

2
1

2
2

2
12 AA

aa

aa
G H 




 (18)

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (17) è ïðåäñòàâëÿåò ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è:

îíî îïèñûâàåò âðàùåíèå áàðà ñ ïåðåìåííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ (ðèñ.3).

×àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé åñòü

  , 22 122
2

2
1

2
2

2
1 AA

aa

aa
G H 




 (19)
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à ïåðèîä êîëåáàíèé

. 
2

0



T (20)

Äëÿ ïðèìåðà, âîçüìåì õàðàêòåðíûå äëÿ ñðåäíèõ ãàëàêòèê îòíîñèòåëüíûå

ðàçìåðû ãàëî è áàðà: 

. 
3

2
; 1, 2, 3

1

2
321 

a

a
naaa (21)

Òîãäà êîýôôèöèåíòû âíóòðåííåãî ïîòåíöèàëà ãàëî, ðàññ÷èòàííûå ïî ôîðìóëàì

(5), áóäóò ðàâíû

. 53430810; 31260140 21 .A.A  (22)

Ñðåäíþþ ïëîòíîñòü ãàëî âîçüìåì ðàâíîé 23105 H  ã/ñì3. Òîãäà, ïî

ôîðìóëàì (20) è (21) íàõîäèì ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé (ëèáðàöèé) óãëîâîé

ñêîðîñòè áàðà îòíîñèòåëüíî ïðèíÿòîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ

. лет 102 8
0 T (23)

Äàííûé â (23) ïåðèîä ìàëûõ ïîâîðîòíûõ êîëåáàíèé áàðà îêàçûâàåòñÿ òîãî

æå ïîðÿäêà, ÷òî è ïåðèîä îáðàùåíèÿ çâåçä âîêðóã öåíòðà ãàëàêòèê çà

ïðåäåëàìè áàðà â çîíå êîðîòàöèè. Äàëåå, â ðàçäåëå 5 ìû ïîêàæåì, ÷òî ó÷åò

íåîäíîðîäíîñòè ãàëî óâåëè÷èò ïåðèîä ëèáðàöèé áàðà.

Ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ 0  áàð, ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (17), ñîâåðøàåò

íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ, ÷àñòîòà è ïåðèîä êîòîðûõ ðàâíû

 
. 

2
, 

2 







 T

K (24)

Ðèñ.3. Äâèæåíèå áàðà ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, èçìåíÿþùåéñÿ ïåðèîäè÷åñêè ñî âðåìåíåì.

Ãàëî òî óñêîðÿåò âðàùåíèå áàðà, òî çàìåäëÿåò åãî îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî âðàùåíèÿ. Äëÿ ðàñ÷åòà
ïî ôîðìóëå (17) â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ âçÿòî çíà÷åíèå 15

0
101  ñ

-1
, ñîîòâåòñò-

âóþùåå ïàðàìåòðàì ìîäåëè (21) è çíà÷åíèþ ñðåäíåé óãëîâîé ñêîðîñòè áàðà 621. êì/ñ êïê

(èëè 8102 T  ëåò).

0
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Çäåñü  K  - ñòàíäàðòíûé ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà. Ñ

õîðîøåé òî÷íîñòüþ ïåðèîä íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ñ àìïëèòóäîé 0  ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåí ôîðìóëîé

. sin
4

1
1 0

2
0 








 TT (25)

5. Âðàùåíèå áàðà â íåîäíîðîäíîì òðåõîñíîì ãàëî.

5.1. Ïëîòíîñòü è âíóòðåííèé ïîòåíöèàë ãàëî. Ðàññìîòðèì òåïåðü

íåîäíîðîäíîå òðåõîñíîå ãàëî ñ ïàðàáîëè÷åñêèì çàêîíîì ïëîòíîñòè  m  è

ìàññîé M
H

  . 
15

8
; ; 1 03212

3

2
3

2
2

2
2

2
1

2
122

0 








 aaaM
a

x

a

x

a

x
mm H (26)

Ýëëèïñîèä ñ çàêîíîì ïëîòíîñòè (26) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ïðîñòûõ

ïîñëå îäíîðîäíîãî. Ìû ðàññìîòðèì ýòó ìîäåëü äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü

âëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòè íà âçàèìíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû áàð-ãàëî, à òàêæå íà

ïåðèîä êîëåáàíèé óãëîâîé ñêîðîñòè áàðà. Ðàçóìååòñÿ, áîëåå ñëîæíûå çàêîíû

ïëîòíîñòè ïðèâåëè áû ê çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ îáúåìà âû÷èñëåíèé.

Âíóòðåííèé ïîòåíöèàë òàêîãî ñëîèñòî-íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà äàåòñÿ

ôîðìóëîé [22,23]

 
  























0

2

3
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2

3210 , 1
2

1

sa

x

s

du
aaaGx

i

i
(27)

ãäå  s  äàíî â (5). Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è èíòåãðèðóÿ â (27), â èòîãå ïîëó÷èì

âûðàæåíèå



. 222

222
2

1

2
3

2
223

2
3

2
113

2
2

2
112

4
333

4
222

4
111

2
33

2
22

2
110

xxAxxAxxA

xAxAxAxAxAxAIGH





(28)

Çäåñü iA  äàíû â (5), à äâîéíûå èíäåêñû ×àíäðàñåêàðà [21] ðàâíû

    
. 

0
22

321 





ssasa

ds
aaaA

ji

ij (29)

Ïîäñòàâëÿÿ â (28) ôîðìóëû (2), ïðèâîäèì ïîòåíöèàë âíóòðè ãàëî ê âèäó



. 2

2

1

2
33

2
111

2
222

2
3

2
22233

2
3

2
11133

2
2

2
11122

4
22222

4
11111

4
3330

xAXRXRxXR

xXRXXRXRXRxAIGH




(30)

Âõîäÿùèå ñþäà êîýôôèöèåíòû ïðè êîîðäèíàòàõ äàíû â Ïðèëîæåíèè 1.

Â (30) íå âêëþ÷åíû òðè íåñèììåòðè÷íûõ ÷ëåíà R
1112

, R
1222

, R
1233

, òàê êàê

ïðè ïîñëåäóþùåì èíòåãðèðîâàíèè ïî ñèììåòðè÷íîìó îáúåìó ýëëèïñîèäàëüíîãî
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áàðà (ñì. íèæå) ýòè ÷ëåíû äàþò íîëü.

5.2. Âçàèìíàÿ ýíåðãèÿ áàðà è íåîäíîðîäíîãî ãàëî. ×òîáû íå

óñëîæíÿòü è áåç òîãî âåñüìà îáúåìíûå âûêëàäêè, áàð, êàê è ðàíåå ñ÷èòàåì

îäíîðîäíûì. Äëÿ íàõîæäåíèÿ âçàèìíîé ýíåðãèè áàðà è ãàëî ïîäñòàâèì

ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë (30) ïîä çíàê èíòåãðàëà â ôîðìóëó (3). Èíòåãðèðóÿ

ïî îáúåìó áàðà è ó÷èòûâàÿ (8), à òàêæå ôîðìóëû äëÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

, 0

; 2233 ,1133 ,1122, 
35

1

; 3 2, ,1, 
35

3

111212221233

2222

44
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ijaaMdVXXI

iaMdVXI

jib

V

jibiijj

ib

V

ibiiii

b

b

(31)

íàõîäèì âçàèìíóþ ýíåðãèþ áàðà è íåîäíîðîäíîãî ãàëî
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aaRaaRaaRaR

aRaAaAaRaRIMGW bnut

(32)

Ïîäñòàâëÿÿ äàëåå â (32) êîýôôèöèåíòû èç Ïðèëîæåíèÿ 1, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé

íàõîäèì

 . cossinsincoscossin
10

1 2
2

4
2

224
4

4
40 RCSCSCSMGW bnut  (33)

Çäåñü ââåäåíû âñïîìîãàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, ôîðìóëû äëÿ êîòîðûõ ñì.

â Ïðèëîæåíèè 2.

Ïðè 0  (ñì. òàêæå ðàçäåë 2), êîãäà íàèáîëüøèå îñè áàðà OX
1
 è ãàëî

Ox
1
 ñîâïàäàþò, âçàèìíàÿ ýíåðãèÿ (33) ïðèíèìàåò ñâîå ìèíèìàëüíîå

(ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ) çíà÷åíèå:

   . 
10

1
0 240

0 RCCMGW bmut  (34)

Ñîñòàâëÿÿ, ïî àíàëîãèè ñ ðàçäåëîì 2 ðàçíîñòü

    , 0
mutmutmut WWW

~
 (35)

ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì

   , sinsin
10

1 2
2

4
40  DDMGW

~
bmut (36)

ãäå

. 0; 02 4442242  CSCSDSCCSCD (37)

Ïðîâåðêà â (37) ïîäòâåðäèëà: âëèÿíèå ãàëî íà áàð äåéñòâèòåëüíî èñ÷åçàåò
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êàê â ñëó÷àå êðóãîâîé ñèììåòðèè áàðà 21 aa  , òàê è â ñëó÷àå òðåõîñíîãî áàðà

21 aa  , íî ïîìåùåííîãî â ãàëî ñ êðóãîâîé ñèììåòðèåé; â îáîèõ ñëó÷àÿõ

îáðàùàþòñÿ â íóëü êîýôôèöèåíòû

. 024  DD (38)

5.3. Ëàãðàíæèàí è óðàâíåíèå ëèáðàöèé. Ìîìåíò ñèë, äåéñòâóþùèõ

ñî ñòîðîíû ãàëî íà áàð, ñîãëàñíî ôîðìóëå (13), áóäåò òåïåðü ðàâåí:

  . sin2sin2
10

1 2
420  DDMGM b (39)

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ áàðà (ñð. ñ ðàçäåëîì 3) ðàâíà
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Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé (42) íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò

óðàâíåíèÿ,  ïîëó÷åííîãî ðàíåå â (17).

×èñëåííûå ðàñ÷åòû ìû ïðîâåäåì äëÿ òåõ æå ïðèåìëåìûõ îòíîñèòåëüíûõ

çíà÷åíèé ïîëóîñåé ãàëî è áàðà, ñì. ôîðìóëû (21). Ñîîòâåòñòâóþùèå
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2
, D
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Çàìåòèì, íàéäåííûé ïåðèîä ëèíåéíûõ ëèáðàöèé îêàçûâàåòñÿ ïðèìåðíî â

1.75 äëèííåå, ÷åì ïåðèîä ëèáðàöèé òîãî æå áàðà â îäíîðîäíîì ãàëî.

6. Îáñóæäåíèå è çàêëþ÷åíèå. Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ãàëî íà âðàùåíèå

áàðîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé, ò.ê. íåñìîòðÿ íà çàìåòíûé ïðîãðåññ â

èçó÷åíèè îáðàçîâàíèÿ è ýâîëþöèè ïëîñêèõ ãàëàêòèê, ó÷åíûå äî ñèõ ïîð íå

ïðèøëè ê ñîãëàñèþ â âîïðîñå î äîìèíèðóþùåì ìåõàíèçìå îáðàçîâàíèÿ

áàðîâ (î ìåõàíèçìàõ îáðàçîâàíèÿ áàð-ìîä ñì., íàïðèìåð, [26]). Áàð-ìîäà

ÿâëÿåòñÿ ñàìîé êðóïíîìàñøòàáíîé, ïîýòîìó èçó÷åíèå äèíàìèêè è ýâîëþöèè

ãàëàêòèê óäîáíî íà÷èíàòü ñ èçó÷åíèÿ áàðîâ.

Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííûõ çäåñü ìîäåëåé, ìû ðàññìîòðåëè âëèÿíèå ãðàâèòè-

ðóþùåãî ãàëî èç òåìíîé ìàòåðèè íà âðàùåíèå áàðà. Îòìåòèì, ÷òî áàð íå

ÿâëÿåòñÿ ôèãóðîé, âûòåñíÿþùåé ìàòåðèþ ãàëî: ðå÷ü èäåò î âçàèìîïðîíèêàþùåé

ñóïåðïîçèöèè êîìïîíåíòîâ òåìíîé ìàòåðèè ãàëî è ìàòåðèè çâåçäíîãî òðåõîñíîãî

áàðà. Òàêèå ìîäåëè ñ ñóïåðïîçèöèåé ïîòåíöèàëîâ íåñêîëüêèõ êîìïîíåíòîâ

"ãàëî-áàð-äèñê" ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â äèíàìèêå çâåçäíûõ ñèñòåì [27].

Êàê îòìå÷àëîñü, êðîìå ðàññìîòðåííîãî çäåñü ìåõàíèçìà âëèÿíèÿ ãàëî íà

óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ áàðà, åñòü è äðóãèå ìåõàíèçìû âîçäåéñòâèÿ äèñêà

è ãàëî íà áàð. Òàê, ýôôåêò çàìåäëåíèÿ âðàùåíèÿ áàðà âîçìîæåí êàê çà ñ÷åò

ïåðåäà÷è óãëîâîãî ìîìåíòà çâåçäàì [2], òàê è çà ñ÷åò âëèÿíèÿ äèíàìè÷åñêîãî

òðåíèÿ ìåæäó áàðîì è ãàëî [14]. Ñóùåñòâóåò è ýôôåêò èçìåíåíèÿ ôîðìû áàðà

[15,16], ïðèâîäÿùèé ê íåêîòîðîìó îêðóãëåíèþ åãî ôîðìû.

Â íàøåé ðàáîòå â ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ðåøåíà çàäà÷à î

ëèáðàöèîííûõ êîëåáàíèÿõ âðàùàþùåãîñÿ áàðà. Áûëè ïîñòðîåíû äâå ìîäåëè:

(i) îäíîðîäíûé áàð âíóòðè îäíîðîäíîãî ãàëî è (ii) îäíîðîäíûé áàð âíóòðè

ñëîèñòî-íåîäíîðîäíîãî ãàëî ñ ïàðàáîëè÷åñêèì çàêîíîì ïëîòíîñòè. Äëÿ îáåèõ

ìîäåëåé áûëà íàéäåíà âçàèìíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ýíåðãèÿ áàðà è ãàëî. Çàäà÷à

ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ëàãðàíæèàíà, ãäå â êà÷åñòâå ïîòåíöèàëüíîãî ÷ëåíà

Òàáëèöà 1

ÇÍÀ×ÅÍÈß ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ

Ïîëóîñè ãàëî Êîýôôèöèåíòû Èíäåêñíûå Âñïîìîãàòåëüíûå Êîýôôèöèåíòû
è áàðà ïîòåíöèàëà ñèìâîëû êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèè

îäíîðîäíîãî íåîäíîðîäíîãî êîëåáàíèé
ãàëî ãàëî

31 a a
1
 = 1 312601401 .A  02427325011 .A  S

4
 = 0.04331379 D

2
 = 0.22169325

22 a a
2
 = 2/3 534308102 .A  04434134012 .A  C

4
 = 0.02052282 D

4
 = 0.00007171

13 a a
3
 = 1/3 153090513 .A  10506114013 .A  CS = 0.0639083

20626081023 .A  S
2
 = -1.3384538

08313262022 .A  C
2
 = -1.0938978

5628927033 .A 
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êàê ðàç è èñïîëüçóåòñÿ óêàçàííàÿ âçàèìíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ýíåðãèÿ. Âàæíîé

îñîáåííîñòüþ ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îò âçàèìíîé ýíåðãèè ïî

óãëó âðàùåíèÿ äàåò ìîìåíò ñèë, äåéñòâóþùèõ íà áàð ñî ñòîðîíû âíåøíåãî

ãàëî. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîñòûì ñïîñîáîì âûâîäèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

âðàùàòåëüíûõ êîëåáàíèé áàðà.

Èññëåäîâàíèå ïîëó÷åííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîçâîëèëî

âûÿâèòü ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð â èçìåíåíèè óãëîâîé ñêîðîñòè áàðà ïîä

âëèÿíèåì âíåøíåãî ãàëî. Áûëè íàéäåíû ÷àñòîòû è ïåðèîäû âðàùàòåëüíûõ

ëèáðàöèé áàðà êàê â îáùåì íåëèíåéíîì ñëó÷àå, òàê è â ïðèáëèæåíèè

ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïåðèîäû óêàçàííûõ ëèáðàöèé

áàðà ìîãóò áûòü òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è ïåðèîäû îáðàùåíèÿ çâåçä âîêðóã

öåíòðà ãàëàêòèêè çà ïðåäåëàìè áàðà â çîíå êîðîòàöèè. Êðîìå òîãî,  íàø

ðàñ÷åò âî âòîðîé ìîäåëè ïîêàçàë, ÷òî ó÷åò íåîäíîðîäíîñòè â ðàñïðåäåëåíèè

âåùåñòâà â ãàëî ìîæåò çàìåòíî (ïðèìåðíî â 2 ðàçà) óâåëè÷èòü ïåðèîä

ëèáðàöèé áàðà. Òàê êàê ïðÿìàÿ íàáëþäàòåëüíàÿ ïðîâåðêà äàííûõ ýôôåêòîâ

çàòðóäíåíà, äëÿ êîíòðîëÿ òåîðåòè÷åñêèõ âûâîäîâ íåîáõîäèìî ïðîâåäåíèå

äîïîëíèòåëüíûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî èçó÷åíèþ ëèáðàöèé áàðîâ â

ãàëî ãàëàêòèê. Êðîìå òîãî, äàííûé çäåñü ìåòîä ìîæíî ïðèìåíÿòü è ê çàäà÷àì

î äèíàìèêå äâîéíûõ áàðîâ.

Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû Ìåæäèñöèïëèíàðíîé Íàó÷íî-Îáðàçîâàòåëüíîé
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 1
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 2

Óêàçàííûå â òåêñòå âñïîìîãàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû â ïîòåíöèàëå (33) ðàâíû:
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HALO EFFECT ON BAR ROTATION IN GALAXIES

B.P.KONDRATYEV1,2, E.N.KIREEVA1, V.S.KORNOUKHOV1,
N.G.TRUBITSYNA3

The effect of a massive gravitating halo on the rotation of an ellipsoidal bar

in disk galaxies is studied. The method is based on calculating the moment of

forces between the bar and the halo using a function of their mutual gravitational

energy. To test the new method, two models are constructed: a simple version

with homogeneous components, and a more complex version in which the halo

is represented by a layered-heterogeneous  ellipsoid with a parabolic density law.

For both models, expressions for the mutual gravitational energy of the bar and

the halo are obtained, the Lagrangian is constructed, and differential equations for

the nonlinear rotational oscillations of the bar are derived. These equations describe

bar rotation with variable angular velocity. The frequencies and periods of

oscillations of the bar's angular velocity are found both in the general nonlinear

case and in the approximation of harmonic oscillations. It has been found that

taking into account the inhomogeneity of the halo can noticeably (by about a

factor of 2) increase the period of these oscillations.

Keywords: structure of disk galaxies: bars and halos: mutual energy of ellipsoids:

  linear and nonlinear equations of rotational oscillations of bars:

frequencies and periods of oscillation
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