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Ïðèíÿòà ê ïå÷àòè 3 ìàÿ 2022

Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû âûâîäÿòñÿ îêîí÷àòåëüíûå ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå ðàññ÷èòûâàòü
óñðåäíåííûå ïî àçèìóòó ôóíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷àñòîòå, íàïðàâëåíèþ è ïîëÿðèçàöèè
ïðè êîìïòîíîâñêîì ðàññåÿíèè â ïëîñêîé ñòàöèîíàðíîé ñðåäå. Ñðåäíèå ïî àçèìóòó îò
íàèáîëåå ñèíãóëÿðíîãî ñëàãàåìîãî ÔÏ âûðàæåíû ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî
ðîäà. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû óñðåäíåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ: ïàðàìåòðû Ñòîêñà: êîìïòîíîâñêîå
    ðàññåÿíèå: ôóíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷àñòîòå

Ââåäåíèå. Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû êîíêðåòèçèðóþòñÿ ôîðìóëû, êîòîðûå
ïîçâîëÿþò óñðåäíÿòü ïî àçèìóòó ôóíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ (ÔÏ) ïî ÷àñòîòå,
íàïðàâëåíèþ èíòåíñèâíîñòè è ïàðàìåòðà Ñòîêñà ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè ïðè
êîìïòîíîâñêîì ðàññåÿíèè. Ðàçäåëÿþòñÿ ÷àñòè ÔÏ, äëÿ óñðåäíåíèÿ êîòîðûõ
äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü îáû÷íûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, è ñèíãóëÿðíûå ÷àñòè,
òðåáóþùèå îñòîðîæíîñòè. Èíòåãðàëû îò ýòèõ ñèíãóëÿðíûõ ÷àñòåé âûðàæåíû
÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû óñðåäíåíèÿ
ÔÏ èíòåíñèâíîñòè, îáñóæäàåòñÿ çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòîâ îò êîñèíóñà óãëà
ïàäåíèÿ ôîòîíà ïðè ðàññåÿíèè.

Íóìåðàöèÿ ðàçäåëîâ ðàáîòû ñêâîçíàÿ. Ññûëêè íà ôîðìóëû ïåðâîé ÷àñòè
[1] äàþòñÿ ñ ïðèáàâëåíèåì ïåðåä íîìåðîì I.

5. Ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ.

5.1. Èíòåãðàë îò ñèíãóëÿðíîãî ñëàãàåìîãî . Â äâóõ ïåðâûõ
ïóíêòàõ äàåòñÿ ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
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Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî Q îò   íå çàâèñèò, ïðè ïåðåñòàíîâêå ïîðÿäêà
èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò çàâèñèìîñòü
íèæíåãî ïðåäåëà âíóòðåííåãî èíòåãðàëà â (1) îò àçèìóòà. Â ðåçóëüòàòå ïîñëå
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ïåðåñòàíîâêè ïîðÿäêà âíóòðåííèé èíòåãðàë ïî   áóäåò èìåòü êîíêðåòíûå

ïðåäåëû. Îáîçíà÷èì èõ âðåìåííî   è 0 , 0 , ò.å. ðàññìîòðèì èíòåãðàë
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Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé 2.571.5 èç ñïðàâî÷íèêà [2]
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ãäå   - ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, à  kxF  ,  è    kFk  ,2K

- íåïîëíûé è ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà.

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè (íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ 11 a  è

2
1

2 11 b )
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Òîãäà èíòåãðàë (2) âûðàçèòñÿ ÷åðåç ýòè âåëè÷èíû è ïðåäåëû â âèäå
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Äëÿ òî÷íîãî íàïèñàíèÿ èíòåãðàëîâ, âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèÿìè äëÿ

ïðåäåëîâ, âûâåäåííûìè â ðàçäåëå 4.

5.2. Èíòåãðàëû â ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ. Çäåñü ôîðìóëû êîíêðåòèçèðóþòñÿ

äëÿ ÷åòûðåõ ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé I. baZ . Ôîðìóëà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñîãëàñíî (I.51) ïðèîáðåòàåò
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Âíóòðåííèå èíòåãðàëû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå:
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Ïðè ïåðåõîäå ê ïîñëåäíåìó èíòåãðàëó ñäåëàíà çàìåíà  2 .

Îòìåòèì, ÷òî íà íèæíåì ïðåäåëå ïåðâîãî âíåøíåãî èíòåãðàëà 


íèæíèé ïðåäåë âíóòðåííåãî èíòåãðàëà ðàâåí âåðõíåìó  , òàê ÷òî

ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ è ñ íóëÿ íà÷èíàåòñÿ âíóòðåííèé èíòåãðàë.

Íà âåðõíåì ïðåäåëå 
  ñîîòâåòñòâåííî 0  è âíóòðåííèé èíòåãðàë

îáðàùàåòñÿ â ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé, à ïðè áóëüøèõ   îí óæå íå ìåíÿåòñÿ.

Ñëó÷àé II. ba Z1 . Â ýòîì ñëó÷àå ñì. (I.52)
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Âíóòðåííèé èíòåãðàë â ñðåäíåì ïîâòîðíîì ïðåîáðàçóåòñÿ òî÷íî òàê æå,

êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ïðåîáðàçîâàíèå æå ïåðâîãî âíóòðåííåãî èíòåãðàëà

îòëè÷àåòñÿ. Ðàññìîòðèì åãî îòäåëüíî. Çàìåíó   ñäåëàåì ñðàçó:
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Íà íèæíåì ïðåäåëå ïåðâîãî èíòåãðàëà min  çíà÷åíèÿ óãëîâ ñîâïàäàþò

  , òàê ÷òî è çäåñü âíóòðåííèé èíòåãðàë íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ. Íà âåðõíåì

ïðåäåëå 
  óãîë   è âû÷èòàåìûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ

â íóëü. Âî âòîðîì ïîâòîðíîì èíòåãðàëå íà íèæíåì ïðåäåëå 
  óãîë  ,
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åñòåñòâåííî, òîò æå, ÷òî è íà âåðõíåì ïðåäåëå ïåðâîãî, à íà âåðõíåì ïðåäåëå

óãîë   îáðàùàåòñÿ â íóëü, à íåïîëíûé èíòåãðàë â ïîëíûé, êîòîðûé ïðè

áóëüøèõ   íå ìåíÿåòñÿ.
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Çäåñü, íàïðîòèâ, ïåðâûé âíóòðåííèé èíòåãðàë ïðåîáðàçóåòñÿ, êàê â ñëó÷àå

II, à âòîðîé íåìíîãî èíà÷å. Çàìåíû   è 2  ìîæíî ñäåëàòü ñðàçó:
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Ïîÿñíåíèÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïî÷òè òå æå, ÷òî è äëÿ ïðåäûäóùåãî, íî

âîñïðîèçâåäåì è èõ. Â ïåðâîì èíòåãðàëå íà íèæíåì ïðåäåëå   , íà

âåðõíåì 0  è óìåíüøàåìîå ñëàãàåìîå ñòàíîâèòñÿ ïîëíûì ýëëèïòè÷åñêèì

èíòåãðàëîì. Íà âåðõíåì ïðåäåëå âòîðîãî èíòåãðàëà   îáðàùàåòñÿ â íóëü

è âû÷èòàåìîå èñ÷åçàåò.
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Çäåñü íà íèæíåì ïðåäåëå âíåøíåãî ïåðâîãî èíòåãðàëà 0 , à íà

âåðõíåì  , òàê ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ, êàê

è âî âñåõ ñëó÷àÿõ, à ïîòîì âû÷èòàåìîå ñëàãàåìîå ïðîïàäàåò.

5.3. Èíòåãðàëû îò ïðîèçâåäåíèé ÔÏ ñ ôóíêöèÿìè óãëîâ

ïîâîðîòà. Êàê âèäíî èç âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ (I.34) ñ ó÷åòîì

ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè, íåïîñðåäñòâåííî óñðåäíÿåòñÿ òîëüêî ÔÏ èíòåí-

ñèâíîñòè, îñòàëüíûå ÔÏ âõîäÿò â ìàòðèöó ñ óãëîâûìè ìíîæèòåëÿìè.

Èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî îò ýòèõ ïðîèçâåäåíèé. Íå âûçûâàþò

îïàñåíèé ïðîèçâåäåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííûõ ÷àñòåé ÔÏ è óãëîâûõ ìíîæèòåëåé.

Íå èìååò ñèíãóëÿðíîãî ñëàãàåìîãî ÔÏ R
I 
, ðàñïîëàãàþùàÿñÿ â ïîáî÷íîé

äèàãîíàëè ìàòðèöû. Îäíàêî â ýëåìåíò, ñòîÿùèé â ïðàâîì íèæíåì óãëó,

ñèíãóëÿðíîå ñëàãàåìîå âõîäèò, ïðè÷åì îäèíàêîâî â îáà ñëàãàåìûõ. Ïîýòîìó

óñðåäíÿòü íàäî áóäåò ïðîèçâåäåíèå    1cos21 Q . Ñèíãóëÿðíîñòü ñëàãàåìîãî

1/Q íàñòóïàåò, êîãäà 1 , ò.å. ïðè ðàññåÿíèè âïåðåä, íî òîãäà óãëû   è



257ÊÎÌÏÒÎÍÎÂÑÊÎÅ  ÐÀÑÑÅßÍÈÅ  Â  ÏËÎÑÊÈÕ  ÑÐÅÄÀÕ. II

1  ðàâíû, òàê ÷òî êîñèíóñ îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó. Ìîæíî âû÷åñòü ýòó

åäèíèöó, òîãäà ìíîæèòåëü ïðè 1/Q â ñèíãóëÿðíîé òî÷êå áóäåò ðàâåí íóëþ

è ïðè êîìïåíñàöèîííîì äîáàâëåíèè åäèíèöû óñðåäíåíèå ýòîãî ñëàãàåìîãî

óæå áóäåò âûïîëíåíî.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöó, ïîäëåæàùóþ óñðåäíåíèþ ïî àçèìóòó, ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé ñóììû:
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Ôàêòè÷åñêè íåîáõîäèìî óñðåäíèòü ïÿòü âåëè÷èí, çàòåì êî âòîðîé è ïÿòîé

ïðèáàâèòü ïåðâóþ:
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6. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèé óñðåäíåííûõ ÔÏ â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè.

Ñíà÷àëà ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ óñðåäíåíèÿ ïî àçèìóòó ïðè çàêðåïëåííûõ

÷àñòîòàõ è êîñèíóñàõ óãëîâ â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ  .

Íà ðèñ.1-3 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè óñðåäíåííûõ ñèíãóëÿðíîé 2/Q è

íåñèíãóëÿðíîé R
~

 ÷àñòåé ÔÏ èíòåíñèâíîñòè. Çíà÷åíèÿ êîñèíóñîâ ïîëÿðíûõ

óãëîâ ðàññåÿííîãî è ïàäàþùåãî ôîòîíîâ ïðèíÿòû 60.  è 401 . . Ïðè

òàêèõ çíà÷åíèÿõ a = 0.76, 73321084080 ...b  , 20- 1 . . Â êà÷åñòâå

÷àñòîòû ðàññåÿííîãî ôîòîíà ïðèíÿòî çíà÷åíèå x = 5.0, à äëÿ ÷àñòîòû ïàäàþùåãî

- òðè òðîéêè çíà÷åíèé x
1
. Ñðåäíåå çíà÷åíèå â êàæäîé òðîéêå ñîîòâåòñòâóåò

îäíîé èç òðåõ ãðàíèö ìåæäó ñëó÷àÿìè: I è II 
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bax

x
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III 52
-1 1

1 .
x

x
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 , III è IV 

 
40944

1
1 .

xba

x
x 


 . Äâà äðóãèõ íåìíîãî

îòñòîÿò îò íèõ ñ îáåèõ ñòîðîí ãðàíèöû. Íàïîìíèì, ÷òî ïîëíàÿ óñðåäíåííàÿ

ÔÏ ðàâíà ñóììå óñðåäíåííûõ ñèíãóëÿðíîé è íåñèíãóëÿðíîé ÷àñòåé, íî

ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü äîëæíà åùå äîáàâëÿòüñÿ ê äðóãîìó óñðåäíåííîìó ýëåìåíòó

ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ.

Íà ðèñ.1 è 3a äàþòñÿ ïîëíûå ãðàôèêè äî îïðåäåëåííûõ ýíåðãèé, à íà

îñòàëüíûõ òðåõ - ÷àñòè â óâåëè÷åííîì ìàñøòàáå.

Îòìåòèì õàðàêòåðíûå ÷åðòû óñðåäíåíèÿ, ïðîÿâèâøèåñÿ íà ðèñóíêàõ.

Íà÷èíàÿ ñ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ lim  ( 
 lim  â ñëó÷àÿõ I è II, 

 lim

â ñëó÷àõ III è IV), óñðåäíåííîå ñèíãóëÿðíîå ñëàãàåìîå ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò
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 , ÷òî îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî Q íå çàâèñèò îò ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ, íî ïðè

lim  ïåðåìåíà ïîðÿäêà èíòåãðàëîâ ïðèâîäèò ê çàâèñèìîñòè èõ ïðåäåëîâ

îò  . Íà ýòîé æå ýíåðãèè ïðîèñõîäèò íàðóøåíèå ãëàäêîñòè êðèâûõ, î÷åíü

çàìåòíîå ó ñèíãóëÿðíîãî ñëàãàåìîãî, íî ñëàáî âûðàæåííîå ó íåñèíãóëÿðíîãî

â ñëó÷àÿõ I è II. Ïîñëå ýòîé ýíåðãèè óñðåäíåííîå íåñèíãóëÿðíîå ñëàãàåìîå

ïîñëå íåáîëüøîãî ðîñòà óáûâàåò.

Àíàëîãè÷íîå íàðóøåíèå ãëàäêîñòè ïðîèñõîäèò íà   ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè

èíäåêñàìè + è 
_
 â ñëó÷àÿõ II è III (â ñëó÷àå III ó íåñèíãóëÿðíîãî ñëàãàåìîãî

îíî òàêæå ïî÷òè íåçàìåòíî), íî åãî íåò â ñëó÷àõ I è IV, òàê êàê â ýòèõ

ñëó÷àÿõ íåò ìèíèìóìà ôóíêöèè   è ïîýòîìó íåò ïåðåõîäà îò íàëè÷èÿ äâóõ

ïðåäåëîâ èíòåãðàëà ïî àçèìóòó ê îäíîìó.

Ðàñ÷åòàìè ïðîâåðåíî òî÷íîå âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ

    ,  , , , , , , 111 xxxxRxxR  (15)

êîòîðîå îñòàåòñÿ âåðíûì è ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî àçèìóòó. Î÷åâèäíî òàêæå,

÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå, âûðàæàþùåå ñèììåòðèþ ÔÏ ïî îòíîøåíèþ

ê êîñèíóñàì óãëîâ, òàê êàê ïðè ïåðåìåíå èõ ïîðÿäêà êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ

íå èçìåíÿåòñÿ.

ßñíî, ÷òî ïðè óñðåäíåíèè ïî ðàñïðåäåëåíèÿì ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ ìåëêèå

íàðóøåíèÿ ãëàäêîñòè áóäóò íèâåëèðîâàíû, òàê ÷òî óñðåäíåííûå ÔÏ áóäóò

ãëàäêèìè. Èç ðèñóíêîâ òàêæå âèäíî, ÷òî ïðè ìåíüøèõ ÷àñòîòàõ x
1
 ÔÏ

îêàçûâàåòñÿ áîëåå êîìïàêòíîé èëè äàæå áîëåå ðåçêîé, à ñ óâåëè÷åíèåì

÷àñòîòû ñòàíîâèòñÿ áîëåå øèðîêîé. Ýòî ñâÿçàíî, êàê èçâåñòíî, ñ ðàçëè÷èåì

Ðèñ.1. Óñðåäíåííûå ïî àçèìóòó ñèíãóëÿðíàÿ 2/Q (sng) è íåñèíãóëÿðíàÿ R
~

 (nsg) ÷àñòè

ÔÏ ïðè x
1
 = 0.4, 0.59059, 0.8 (a) è x

1
 = 2.3, 2.5, 2.7 (b) (óêàçàíû òîëüêî êðàéíèå çíà÷åíèÿ).


6

0.0

sng

10 14


3.5 4.5 5.5

0.2

0.4

0.0

0.2

0.4

0.6

nsg

sng

nsg

x
1
=0.8

x
1
=0.4

x
1
=0.4

x
1
=2.7

x
1
=2.3

a b
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âåëè÷èíû ïåðåäàâàåìîé ýíåðãèè îò ýëåêòðîíîâ ê ôîòîíàì ïðè áîëüøèõ è

ìàëûõ ÷àñòîòàõ è ýíåðãèÿõ ýëåêòðîíîâ.

Â äðóãèõ ïðèìåðàõ ðàñ÷åòîâ çàêðåïèì ÷àñòîòû, îäèí èç êîñèíóñîâ,

èìåííî 1 , è ýíåðãèþ  , è ðàññ÷èòàåì çàâèñèìîñòü óñðåäíåííûõ ÔÏ îò

äðóãîãî êîñèíóñà.

7. Çàâèñèìîñòü óñðåäíåííûõ ÔÏ îò êîñèíóñà.

7.1. Ñëó÷àè ïðè çàêðåïëåííûõ x, x
1
 è 1 . Ïîñëå çàêðåïëåíèÿ ýòèõ

Ðèñ.3. a: Òî æå, ÷òî è íà ðèñ.1 ïðè x
1
 = 4.1, 4.4094 è 4.8. b: Óâåëè÷åííàÿ îáëàñòü

íàðóøåíèÿ ãëàäêîñòè.

Ðèñ.2. Óâåëè÷åííûå îáëàñòè íàðóøåíèÿ ãëàäêîñòè êðèâûõ ðèñ.1a. Çäåñü a: îáëàñòü 



 ,

b: îáëàñòü 



 .


11

0.0

nsg

x
1
=0.8

a b

13 15 17


5.2 5.4 5.6 5.8 6.0

x
1
=0.4

x
1
=0.59059

nsg

x
1
=4.8 x

1
=4.4094 x

1
=4.1

0.2

0.4 0.00

-0.02

-0.04

0.0

a b



1

nsg

x
1
=4.8

x
1
=4.4094x

1
=4.1

0.2

0.4

0.000

-0.004

3 5

0.6



1.2

sng

nsg
0.004

x
1
=4.8

x
1
=4.1

1.6 2.0
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òðåõ ïàðàìåòðîâ, èíòåãðàëû íàõîäèì â çàâèñèìîñòè îò   ïðè ðàçëè÷íûõ

ýíåðãèÿõ ýëåêòðîíîâ. Ðàçãðàíè÷èì ñëó÷àè äëÿ ýòîé ñèòóàöèè.

Ðèñ.4 äåìîíñòðèðóåò çàâèñèìîñòè ãðàíèö ñëó÷àåâ (áîëåå òîëñòûå êðèâûå), à

òàêæå âåëè÷èí a è b îò   ïðè çàêðåïëåííîì çíà÷åíèè 1 . Ãðàíèöû a + b è

a - b âìåñòå îáðàçóþò ýëëèïñ ñ ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè êàñàíèÿ ñî ñòîðîíàìè

êâàäðàòà    2 ,01 ,1  : (ñëåâà íàïðàâî)  11 ,1  ,  2 ,1 ,  0 ,1  è  11 ,1  .

Îñè ýëëèïñà ñîâïàäàþò ñ äèàãîíàëÿìè êâàäðàòà, åãî ïîëóîñè ðàâíû 11  ,

ïëîùàäü 2
11  . Ïðè 01   ïîëó÷èëàñü áû îêðóæíîñòü, à ïðè 11   -

îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíû êâàäðàòà. Çàâèñèìîñòü a, åñòåñòâåííî,

ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìîëèíåéíîé, b - âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòüþ, à 
22 - ba - â âèäå

ëîìàíîé ïðÿìîé ñ ïîâîðîòîì íà ïðÿìîé óãîë â òî÷êå  0 ,1 . Ãðàíèöû

ðàçäåëÿþò îáëàñòè, ïðè ïîïàäàíèè â êîòîðûå îñóùåñòâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå

ñëó÷àè, èõ íîìåðà óêàçàíû ðèìñêèìè öèôðàìè. Åñëè 2Z , ýòî òîëüêî

ñëó÷àé I. Åñëè 01  , òî ïðè 21 1  Z  ñ èçìåíåíèåì   îò -1 äî 1

ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò ñëó÷àÿ I ê ñëó÷àþ II è îáðàòíî. Ïðè 11 11  Z
ñëó÷àè ñìåíÿþòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè IV-III-II-I, à ïðè 110 Z  - â

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè IV-III-II-III-IV. Ïðè òî÷íîì ïîïàäàíèè 11 Z  è

11 Z  îñòàþòñÿ óêîðî÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, II-I è

IV-III-II. Åñëè æå 01  , òî âñÿ êàðòèíêà îòðàæàåòñÿ íà îñè îðäèíàò, ñðåäíèå

ãðàíèöû ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè è ïîýòîìó ïîëó÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â

îáðàùåííîì ïîðÿäêå ñëó÷àåâ: ïðè 2Z  ïî-ïðåæíåìó åäèíñòâåííî ñëó÷àé I,

ïðè 21 1  Z  I-II-I, ïðè 11 11  Z  I-II-III-IV, íàêîíåö, ïðè

110 Z , êàê è ïðè 01  , IV-III-II-III-IV. È çäåñü ïðè 11 Z  è

11 Z  âûïàäàåò ñëó÷àé I, íî ñ ïðîòèâîïîëîæíûõ êîíöîâ íà÷àëà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Åñëè ìèíóñ, òî I-II âìåñòî I-II-I, åñëè ïëþñ, òî II-III-

IV âìåñòî I-II-III-IV.

7.2. Èíòåãðàëû ïî àçèìóòó â çàâèñèìîñòè îò  . Ïðè

çàêðåïëåííûõ çíà÷åíèÿõ x, x
1
, 1  íàõîäèì çàâèñèìîñòü èíòåãðàëîâ, ïðåäñòàâ-

ëÿþùèõ óñðåäíåííûå ÔÏ, îò êîñèíóñà  . Ïðèâåäåì ïîäðîáíûå ôîðìóëû

äëÿ èíòåãðàëîâ â ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿõ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì â ñâÿçè

ñ ðèñ.4:

a) Åñëè 2Z , òî âàðèàíò I ïðè âñåõ 11  :

 
 

    . 
0 , ,0 1






























RddfRddfdRfd ee

xx

e (16)

Íàïîìíèì

    . arccos , , , ,,  , , 0
2

1
1111 












 
 




b

Dxxa
xxbxx

Z
(17)
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b) Åñëè 21 1  Z , òî I ïðè 
1  è 1

 :

 
 

    , 
0 , ,0 1






























RddfRddfdRfd ee

xx

e (18)

è II ïðè 



  :

 
 

      . 
0 , ,0 1















































RddfRddfRddfdRfd eee

xx

e

min

(19)

Çäåñü min  çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (ñì. I.40)

      , 1 1,max21
2

2
 , 111minmin xxxxxx

xx
qx 





 (20)

      . arccos , , , ,, 211 10
11

2
11 







 
 




b

xxDa
xxZZZ (21)

Â ïðåäåëüíûõ òî÷êàõ îäèí èç âàðèàíòîâ ïðîïàäàåò.

c) Åñëè 11 11  Z  è 01  , òî IV ïðè 
1 :

 
 

    . 
00 , ,0 1



























RddfRddfdRfd ee

xx

e (22)

Ïðè Z
 1  - III:

 
 

      . 
00 , ,0 1












































RddfRddfRddfdRfd eee

xx

e

min

(23)

Ðèñ.4. Êðèâûå a + b, a, b, 
1

22
- ba  è a - b ïðè a) 40

1
.  è b) 40

1
.  â

çàâèñèìîñòè îò  .



a+b

0.0
-1.0 0.0 1.0



-1.0 0.0 1.0

a+b

a-b a-b

a a

b b

1


1


a b

0.5

1.0

1.5

2.0
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Ïðè 
 Z1  - II:

 
 

      . 
0 , ,0 1















































RddfRddfRddfdRfd eee

xx

e

min

(24)

Ïðè 1  - I:

 
 

    . 
0 , ,0 1






























RddfRddfdRfd ee

xx

e (25)

Íàïðîòèâ, åñëè ïðè òàêèõ æå Z  êîñèíóñ 01  , òî I ïðè 
1 :

 
 

    . 
0 , ,0 1






























RddfRddfdRfd ee

xx

e (26)

Ïðè Z 1  - II:

 
 

      . 
0 , ,0 1















































RddfRddfRddfdRfd eee

xx

e

min

(27)

Ïðè 
 Z1  - III:

 
 

      . 
00 , ,0 1












































RddfRddfRddfdRfd eee

xx

e

min

(28)

Ïðè 1  - IV:

 
 

    . 
00 , ,0 1



























RddfRddfdRfd ee

xx

e (29)

d) Åñëè 110  Z , òî ïðè 
1  âàðèàíò IV, ïðè Z 1

- III, ïðè ZZ  11  - II, ïðè 
 Z1  - ñíîâà III, è íàêîíåö,

ïðè 1  - îïÿòü IV. Ïðè êðàéíåì çíà÷åíèè 0Z , ò.å. ïðè ðàâåíñòâå

÷àñòîò x
1

 = x, îñòàåòñÿ îäèí âàðèàíò IV, ïðè÷åì ïðè âñåõ 11 

 

. 
2

1

, 
2

cos
1

2

1
1

2
1

2
12

2

1
 , ,

2

22

x
ba

x
ba

x
q

q
qxx















(30)

7.3. Õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ êîñèíóñà  . Êðèâûå, èçîáðàæåííûå íà

ðèñ.4, îòðàæàþò ïåðåõîä îò îäíîãî ñëó÷àÿ ê äðóãîìó. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò

íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ òî÷åê êîñèíóñà  , íåêîòîðûå èç íèõ î÷åâèäíû, äðóãèå

îáúÿñíÿþòñÿ ïîâåäåíèåì êðèâûõ çàâèñèìîñòè ïðåäåëà   îò àçèìóòà  .

Óæå ïðèíÿòèå îäíèõ òîëüêî ÷àñòîò x > x
1
 (ýòîãî äîñòàòî÷íî â ñèëó ðàâåíñòâà

(15)) îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíûå âåëè÷èíû 1xxx  , 1xxxZ , à òàêæå çíà÷åíèÿ
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    xxxxxxmin 1 , , 11 ,  













 


1

2

1
2

1dv 24
2

1
1 , ,

xx

x
xxxxxx  è

çíà÷åíèå    1 , , 1xx .

Äîáàâëåíèå çíà÷åíèÿ 1  îïðåäåëÿåò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ óðîâíÿ Z  ñ

êðèâûìè ðèñ.4 è òåì ñàìûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäà îò îäíîãî ñëó÷àÿ

ê äðóãîìó ñ èçìåíåíèåì êîñèíóñà  . Ýòè çíà÷åíèÿ óæå èñïîëüçîâàíû â

ïðåäûäóùåì ïóíêòå: 
  è Z 11 .

Íàêîíåö, çàêðåïëåíèå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè   ïîêàçûâàåò, ãäå ýòî çíà÷åíèå

ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèÿìè êðèâûõ çàâèñèìîñòè   îò àçèìóòà. Ïðè dvmin
èìåþò ñìûñë äâà çíà÷åíèÿ  . Êàæäîå èç íèõ ïîðîæäàåò äâà ñîîòâåòñòâóþùèõ

çíà÷åíèÿ êîñèíóñà: 

 . Íèæíèå çíàêè ïîêàçûâàþò èñõîäíîå çíà÷åíèå  , à

âåðõíèå - çíàê â ôîðìóëå:

. 11, 11 22
11

22
11 





  (31)

Ïðè dv  ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî îäíî çíà÷åíèå  , òàê ÷òî è êîñèíóñîâ

îáðàçóåòñÿ îäíà ïàðà 

 .

Ðèñ.5 ïîñòðîåí äëÿ x = 5, x
1

 = 4. Ýòèõ äâóõ çíà÷åíèé äîñòàòî÷íî äëÿ

ðèñ.5à. Íà íåì äàíû êðèâûå çàâèñèìîñòè q  è   îò ýíåðãèè   â ïðåäåëàõ

îò 2min  äî   111151- , , 1dv .xx   . Ïðè ïîñëåäíåì çíà÷åíèè êîñèíóñ 

îáðàùàåòñÿ â -1, à 402 1  xxq . Ñîîòâåòñòâåííî 012504012 .qxq   ,

99875080011)2(11 2
1

2 .xx  . Ñ ðîñòîì ýíåðãèè àñèìïòîòè÷åñêè
22 z~q , 22 2 zx~q  , 2

1
2 21 zxxx~   .

Ïðè ïàðàìåòðàõ ðèñ.5a 0938180.
 , 3501 .

, 4501 .
, 666180.

 .

Ðèñ.5b äåìîíñòðèðóåò çàâèñèìîñòü îò ýíåðãèè (â òåõ æå åå ïðåäåëàõ)

Ðèñ.5. Çàâèñèìîñòü îò   âåëè÷èí q
±
, 


  (a) è 




  (b) ïðè x = 5, x

1
 = 4 è 40

1
. .



2.0


q

a b

0

3.0 4.0 5.0



2.0 3.0 4.0 5.0

-1.0

4

8

0.0

1.0


q
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êîñèíóñîâ 

  ïðè òåõ æå ÷àñòîòàõ è 401 . . Ïîñêîëüêó ïðè min

êîñèíóñû   ðàâíû, òî, êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ðàâíû êàê   



 11 11 xx

2
1

2
1

2
1 121 xxxx  ), òàê è   2

1
2

1
2
111 12111 xxxxxx  



 .

Íà dv , ãäå   îáðàùàåòñÿ â -1, êîñèíóñû 

  ñëèâàþòñÿ íà çíà÷åíèè

1 . Ïðè áóëüøèõ   ýòè êîñèíóñû ïðèíèìàþò êðàéíèå çíà÷åíèÿ: 1
 ,

1
 , ÷òî íå ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ýòè êîñèíóñû äîñòèãàþò êðàéíèõ

çíà÷åíèé òàêæå ïðè  111  , ,  
 xx , èìåííî: 1

  ïðè  1  è 1


ïðè  1 . Îáúÿñíåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ðîñòå q
+
 îò 1 ïðè

min  ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè   ýòà âåëè÷èíà íåïðåìåííî ïðîéäåò è

÷åðåç çíà÷åíèÿ  11 1 xx , ÷òî ïðîèçîéäåò êàê ðàç ïðè  111  , ,  
 xx ,

òîãäà è 1 , è 111 22
11  


 . Ëèíåéíûå ïðèðàùåíèÿ ê

 1  ïîðîæäàþò ëèíåéíûå æå ïðèðàùåíèÿ ê  11 1  xxq , à îíè â ñâîþ

î÷åðåäü äàþò ëèíåéíûå ïðèðàùåíèÿ êîñèíóñàì 1 . Ïîñëåäíèå

ïðèðàùåíèÿ, êàê ëåãêî ïîêàçàòü, ïðèâîäÿò ê êâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèÿì

êîñèíóñà   îò åãî êðàéíèõ çíà÷åíèé, ÷òî õîðîøî ïðîÿâëÿåòñÿ íà ðèñóíêå.

Äâà äðóãèõ êîñèíóñà èçìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî è àñèìïòîòè÷åñêè ïðè 

âåäóò ñåáÿ ñîãëàñíî 
1

2
11 1

xxz

x
~


  , ò.å. ìåäëåííî ñòðåìÿòñÿ ê îáùåé

êîíñòàíòå.

Åùå îäíà îñîáåííîñòü ðèñóíêà ñîñòîèò â ïåðåñå÷åíèè êðèâûõ.

Ðèñ.6 ïîñòðîåí äëÿ äðóãèõ ÷àñòîò x = 2, x
1

 = 0.45 è êîñèíóñà 101 . . Íà

íåì äàíû òå æå çàâèñèìîñòè, ÷òî è íà ðèñ.5. Äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ýíåðãèè

î÷åíü ìàë    2.5549 ,552 , dv .min  . Êàê è íà ðèñ.5, íà ïðàâîì êîíöå ýòîãî

ïðîìåæóòêà 1  è 101 .
 , íî â îñòàëüíîì õàðàêòåð êðèâûõ

îòëè÷àåòñÿ. Ïðè âñåõ ýíåðãèÿõ íàèáîëüøèì ÿâëÿåòñÿ 

 , à íàèìåíüøèì 




è íåò ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ.

ßâëåíèå ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ çàâèñèìîñòè õàðàêòåðíûõ êîñèíóñîâ îò

ýíåðãèè òðåáóåò ðàçúÿñíåíèÿ.

7.4. Óñëîâèÿ ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî â îïðå-

äåëåííûõ òî÷êàõ îêàçûâàåòñÿ 



   è 



  . Çàïèñàâ ýòè ðàâåíñòâà ÷åðåç

âûðàæåíèÿ (31) è âîçâåäÿ äâà ðàçà â êâàäðàò, ïðèäåì ê óðàâíåíèþ ÷åòâåðòîé

ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ýíåðãèè

     

 . 1

, 02112222

2
11

1

2
22234



 


xx

xx

x
xxxx

Y

YYYYY
(32)

Â óðàâíåíèå âõîäÿò òðè ïàðàìåòðà: ÷àñòîòû x, x
1
 è ïàðàìåòð Y , â êîòîðîì

ñêðûò êîñèíóñ 1 . Óðàâíåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê óðàâíåíèå âòîðîãî

ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî Y  è íàõîäèòü çàâèñèìîñòü êîñèíóñà 1  îò ýíåðãèè.
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Äëÿ äàííûõ ðèñ.5b ïîëó÷àþòñÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 70124.  è 79534.

è äâà îòðèöàòåëüíûõ, íå èìåþùèõ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà.

Îïóñòèâ ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ (32), ðàññìîòðèì åãî ÷àñòíûå

ðåøåíèÿ. Óðàâíåíèå èìååò î÷åâèäíûå ðåøåíèÿ ïðè 11  . Òîãäà 0Y  è

óðàâíåíèå ñèëüíî óïðîùàåòñÿ:

  . 01222 22234   xxxx (33)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ 1  è 1 x .

Àíàëèòè÷åñêè íàõîäÿòñÿ òàêæå êîðíè ïðè 01  . Ýòè êîðíè â ñèëó

ñèììåòðèè ïî êîñèíóñó 1  (â óðàâíåíèå âõîäèò åãî êâàäðàò) îêàçûâàþòñÿ

êðàòíûìè, ò.å. ìíîãî÷ëåí ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

      
      . 242

22

2222234

222222




















(34)

Ñðàâíåíèå ñ èñõîäíûì âûðàæåíèåì äàåò ñóììó è ïðîèçâåäåíèå êîðíåé:

  , 1, 1xxx   (35)

÷òî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èõ íàéòè:

  . 4, 
2

2
10

0 


 
 xxr

rx
(36)

Âáëèçè íóëÿ, ò.å. ïðè ìàëûõ 11  , êîðíè ðàñõîäÿòñÿ:

. , 1
0

1
0

 





r

x
~

r

x
~  (37)

Åùå îäèí ïðîñòîé ÷àñòíûé ñëó÷àé - ñ ðàâíûìè ÷àñòîòàìè, ò.å. ñ 0x .

Óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â ïîëíûé êâàäðàò

Ðèñ.6. Çàâèñèìîñòü îò   âåëè÷èí q
±
, 


  (a) è 




  (b) ïðè x = 2, x

1
 = 0.45 è 10

1
. ..



2.0

a b

3.0 4.0 5.0
-1.00

0.0

1.0



2.550 2.552 2.554

10

20

30

40























266 Ä.È.ÍÀÃÈÐÍÅÐ,   Ñ.È.ÃÐÀ×ÅÂ

      , 01112
22224  YYY (38)

åãî ðåøåíèÿ òîæå äâóêðàòíûå è ðàâíû Y 1 .

Ïîñìîòðèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ òå èëè èíûå ÷àñòíûå

çíà÷åíèÿ ýíåðãèè êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, êîãäà ìîæåò îêàçàòüñÿ

min . Ïîäñòàâèâ   21  xxmin , ïîëó÷èì óïðîùåííîå óðàâíåíèå

(32) è èç íåãî íàéäåì 1 :

 
 . 1, 21

, 012, 02

1
22

1

22
1

2
11

ZZZ

ZZYY



  xxxxxx
(39)

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè ïîëó÷àåòñÿ ïðè 11   è  Z 11 .

Åùå îäíèì èíòåðåñíûì çíà÷åíèåì ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ dv . Ïîäñòàâèâ åãî

â (32), ïîëó÷èì

     02284 11
2

1

222
1

2 




   xxxxxxxxxx YYY (40)

èëè ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ äëÿ Y  è äåëåíèÿ íà 4
1

4xx

              . 041441481164
22

1
222

1
22

1
22

1

22  ZZZZ (41)

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå dv  ïîëó÷àåòñÿ ïðè 21 Z .

Îáà ðåøåíèÿ  Z 11  è 21 Z  âîçìîæíû òîëüêî ïðè 2Z , îòêóäà

âûòåêàåò êàðäèíàëüíàÿ ðîëü èìåííî ýòîãî óñëîâèÿ. Ðèñóíêè ïîäòâåðæäàþò

ýòîò âûâîä: ïðè äàííûõ ðèñóíêîâ ñîîòâåòñòâåííî 050201 .Z  è 722221.Z .

7.5. Âëèÿíèå ïîñëåäîâàòåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ ýíåðãèè. Íà ðèñ.7

ïðåäñòàâëåíû êðèâûå, îòðàæàþùèå çàâèñèìîñòü îò êîñèíóñà ïîëÿðíîãî óãëà

  óñðåäíåííûõ ïî àçèìóòó ñèíãóëÿðíîé (a) è íåñèíãóëÿðíîé (b) ÷àñòåé ÔÏ

èíòåíñèâíîñòè ïðè çàêðåïëåííûõ ÷àñòîòàõ x = 2, x
1

 = 0.45 è êîñèíóñå 101 .

ïðè ðàçëè÷íûõ ýíåðãèÿõ ýëåêòðîíîâ, óêàçàííûõ ïðè êðèâûõ.

Ïðè ïðèíÿòûõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîò îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû 551.x  ,

901 .xx  , 72221.Z , 552.min  , 55492dv . . Óñðåäíåííàÿ ñèíãóëÿðíàÿ

÷àñòü ñ óâåëè÷åíèåì   èçìåíÿåòñÿ ìîíîòîííî. Ïðè min  âñå ÔÏ ðàâíû

íóëþ. Äàæå ñ íåáîëüøèì îòëè÷èåì îò ýòîãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ïðè

5512.  ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè ýíåðãèÿõ ìåæäó

ìèíèìàëüíûì 2.55 è ðàçäåëèòåëüíûì 2.5549 çíà÷åíèÿìè ïîëó÷àþòñÿ ÷åòûðå

õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ êîñèíóñà. Íà ðèñóíêå ñ 5512.  ýòî 849750. ,

619790. , 451230. , 727840. , à ïðè 55252.  ýòî

887380. , 489200. , 305860. , 778900. . Â êðàéíèõ òî÷êàõ

óñðåäíåííàÿ ÔÏ îáðàùàåòñÿ â íóëü, à â ñðåäíèõ - ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ

ãëàäêîñòè. Ïðè dv  ñðåäíèå òî÷êè ñëèâàþòñÿ è ðàçðûâ èñ÷åçàåò. Òàêîå

ñîñòîÿíèå ïðîäîëæàåòñÿ äî çíà÷åíèÿ   59412 , , 11 .xx   , ïðè êîòîðîì
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ëåâûé êîíåö êðèâîé ïîäíèìàåòñÿ ê ïîëîæèòåëüíîìó çíà÷åíèþ. Ïðè

  64282 , , 11 .xx    ëåâûé êîíåö óõîäèò íàâåðõ, à ïðàâûé ïîäíèìàåòñÿ

îò íóëÿ. Ïðè âñåõ ñëåäóþùèõ (áóëüøèõ) çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè èìåþòñÿ äâå

õàðàêòåðíûå òî÷êè 
  è 

 , â êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ ãëàäêîñòü êðèâûõ. Ìåæäó

ýòèìè òî÷êàìè êðèâûå, êàê è ïðè dv , îáðàùåíû âûïóêëîñòüþ âíèç, à

âíå èõ âñå êðèâûå ñëèâàþòñÿ. Ïîñëåäíèé ôàêò îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè âñåõ

òàêèõ ýíåðãèÿõ è êîñèíóñàõ ïîëó÷àåòñÿ îäèíàêîâûé ïðîìåæóòîê èçìåíåíèÿ

àçèìóòà   ,0  è èíòåãðàë ïî àçèìóòó ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì ïîëíîìó ýëëèïòè-

÷åñêîìó èíòåãðàëó, êîòîðûé çàâèñèò òîëüêî îò  , ïðè÷åì íåñèëüíî. Ñ

ðîñòîì ýíåðãèè äëèíà ïðîìåæóòêà ñ âûïóêëîñòüþ óìåíüøàåòñÿ.

Êðèâûå óñðåäíåííîé íåñèíãóëÿðíîé ÷àñòè ÔÏ ëåæàò íèæå ñèíãóëÿðíîé,

à õîä èçìåíåíèÿ íåñèíãóëÿðíîé ÷àñòè ïîñëå óñðåäíåíèÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå,

÷òî îáúÿñíÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé çàâèñèìîñòüþ íåñèíãóëÿðíîé ÷àñòè ÔÏ îò

åå ïàðàìåòðîâ (ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü ôîðìàëüíî íå çàâèñèò îò ýíåðãèè). Ñíà÷àëà

êðèâûå ïîäíèìàþòñÿ îò íóëÿ äî íåêîòîðîãî íàèâûñøåãî ïîëîæåíèÿ ïðè

562. , çàòåì îïóñêàþòñÿ äî ïîëîæåíèÿ ïðè 6 , çàõîäÿò â îòðèöàòåëüíóþ

îáëàñòü è ñíîâà ïîäíèìàþòñÿ äî íóëÿ. Íàðóøåíèÿ ãëàäêîñòè ïðîèñõîäÿò íà

òåõ æå ýíåðãèÿõ è â òåõ æå òî÷êàõ, ÷òî è ñèíãóëÿðíûå. Ïðè äâóõ íàèìåíüøèõ

çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè ìåæäó îñîáûìè òî÷êàìè êðèâûå âûïóêëû âíèç, à íà

êðàéíèõ òî÷êàõ êðèâûå îïóñêàþòñÿ äî íóëÿ. Òî÷êè íàðóøåíèÿ ãëàäêîñòè

ñëèâàþòñÿ ïðè òîé æå ýíåðãèè dv . Ïðè ýíåðãèè 1  ëåâûé êîíåö êðèâîé

îòðûâàåòñÿ îò íóëÿ, à ïðè 1  îòðûâàåòñÿ è ïðàâûé. Ïðè áóëüøèõ ýíåðãèÿõ

ñíîâà ïîÿâëÿþòñÿ òî÷êè, â êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ ãëàäêîñòü, íî ìåæäó íèìè

âûïóêëîñòü îáðàùåíà ââåðõ.

Äðóãîé âàðèàíò çàâèñèìîñòè îò   óñðåäíåííûõ ïî àçèìóòó ÷àñòåé ÔÏ

ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.8. Çäåñü ïðèíÿòî, êàê íà ðèñ.5b, x = 5, x
1

 = 4, 40. .

Êðèâûå ðàñïîëàãàþòñÿ î÷åíü áëèçêî äðóã ê äðóãó, ïîýòîìó ó êðèâûõ óêàçàíû

íå âñå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè, à íåêîòîðûå â ñîêðàùåííîì âèäå. Òàê 3.2 îçíà÷àåò

  20033 , , 11 .xx  , 4.4 -   407441 . . Äâà çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðîèñ-

õîäÿò ñîâïàäåíèÿ êîñèíóñîâ: 4.7 îáîçíà÷àåò 4.7012, ïðè êîòîðîì

4501 . 



 , è 4.8, ò.å. 4.7953, ïðè êîòîðîì 3501 . 



 .

Ïðîñëåäèì è çäåñü ýâîëþöèþ êðèâûõ.

Ñèíãóëÿðíûå ÷àñòè îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî ó íèõ ïðîèñõîäèò íàðóøåíèå

ãëàäêîñòè â âèäå âûåìêè ìåæäó äâóìÿ çíà÷åíèÿìè  , áëèçêèìè ó âñåõ

êðèâûõ è ðàñïîëîæåííûìè ïî îáå ñòîðîíû îò 40.~ . Ïîñëå âûõîäà èç

óêàçàííîé âûåìêè ñèíãóëÿðíûå ÷àñòè èñïûòûâàþò åùå îäèí ïèê, à çàòåì

ñëèâàþòñÿ â îäíó ïî÷òè ïðÿìóþ ëèíèþ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì òîé æå

íåçàâèñèìîñòè Q îò ýíåðãèè. Ìåæäó êðèâûìè ñ 54.  è 10  âèäíû äâå

êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå 74.  è 4.8, ó êîòîðûõ ýòè çíà÷åíèÿ íå óêàçàíû

ââèäó íåâîçìîæíîñòè ïîìåñòèòü öèôðû ìåæäó êðèâûìè. Êðèâûå æå ñ 6



268 Ä.È.ÍÀÃÈÐÍÅÐ,   Ñ.È.ÃÐÀ×ÅÂ

è 7 íà ðèñ.8b ìîæíî çàìåòèòü òîëüêî â ïðåäåëàõ âûåìêè, îñòàëüíûå èõ ÷àñòè

çàêðûòû êðèâîé ñ 10 . Ðàçìåðû âûåìêè, êàê è íà ðèñ.7a, óìåíüøàþòñÿ

ñ ðîñòîì ýíåðãèè.

Ó íåñèíãóëÿðíûõ ÷àñòåé íàðóøåíèÿ ãëàäêîñòè â ìåñòàõ âûåìêè ñèíãóëÿðíûõ

÷àñòåé, åñëè è ìîæíî çàìåòèòü, òî òîëüêî ñ áîëüøèì òðóäîì. Çàìåòíûå

íàðóøåíèÿ íåñèíãóëÿðíûõ ÷àñòåé íàáëþäàþòñÿ áëèæå ê êðàéíèì çíà÷åíèÿì

êîñèíóñà, ñïðàâà îíè íà÷èíàþòñÿ ïðè 23.  è çàêàí÷èâàþòñÿ ïðè 5 .

Ðèñ.7. Óñðåäíåííûå ñèíãóëÿðíàÿ è íåñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòè ÔÏ â çàâèñèìîñòè îò êîñèíóñà

  ïðè ðàçíûõ ýíåðãèÿõ.
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Ðèñ.8. Óñðåäíåííûå ñèíãóëÿðíàÿ è íåñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòè ÔÏ ïðè 050.Z  è ðàçëè÷íûõ

  â çàâèñèìîñòè îò  .



0.0
-1.0 0.0 1.0

a b



-1.0 0.0 1.0

0.2

0.4

0.6

0.0

0.8

0.4

1.2


1


1

dv


dv



1


1



269ÊÎÌÏÒÎÍÎÂÑÊÎÅ  ÐÀÑÑÅßÍÈÅ  Â  ÏËÎÑÊÈÕ  ÑÐÅÄÀÕ. II

Ñëåâà òàêèå ïèêè íàáëþäàþòñÿ ïðè 8454 ..  . Ïðè  1   îáå óñðåä-

íåííûå ÷àñòè íà÷èíàþòñÿ ñ îáùèõ íóëåâûõ çíà÷åíèé ïðè âîçðàñòàþùèõ c

óâåëè÷åíèåì   çíà÷åíèÿõ  . Ïðè ïðèáëèæåíèè ê  1  îáðàùåíèå â íóëü

ïðè  , ïðèáëèæàþùåìñÿ ê -1, ñòàíîâèòñÿ òàêèì êðóòûì, ÷òî åãî íåâîçìîæíî

èçîáðàçèòü íà ðèñóíêå. Ïðè  1   êðèâûå íà÷èíàþòñÿ ïðè 1  ñ

ðàçíûõ çíà÷åíèé, ïîýòîìó íà ðèñ.8a ïîãðàíè÷íîå çíà÷åíèå óêàçàíî ó îáåèõ

÷àñòåé ÔÏ. Ñ ðîñòîì ýíåðãèè êðèâûå ïîäíèìàþòñÿ âñå âûøå, ïðè÷åì ñèíãóëÿðíàÿ

÷àñòü â ñâîåé íåãëàäêîé îáëàñòè âûøå íåñèíãóëÿðíîé. Íà÷èíàÿ ñ 44.  è

êîí÷àÿ 84. , êðèâûå íåñèíãóëÿðíûõ ÷àñòåé ñ ðîñòîì ýíåðãèè ïîäíèìàþòñÿ,

à çàòåì, íàïðîòèâ, îïóñêàþòñÿ è ïðè   ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Ïðîöåññ óñðåäíåíèÿ áûë ïðîâåðåí äëÿ äðóãèõ ÔÏ ñ ó÷åòîì ïîâîðîòîâ

áàçèñíûõ îðòîâ, íî ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàñ÷åòîâ çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ.

8. Çàêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå, èñõîäÿ èç îáùåãî ðåëÿòè-

âèñòñêîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ìíîãîêðàòíîå êîìïòî-

íîâñêîå ðàññåÿíèå, ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ïëîñêîé ãîðèçîíòàëüíî îäíîðîäíîé

ñðåäû äîñòàòî÷íî äâóõ ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà äëÿ îïèñàíèÿ ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè

èçëó÷åíèÿ. Ïðåäëîæåíà òàêæå ïðîöåäóðà óñðåäíåíèÿ ôóíêöèé ïåðåðàñïðå-

äåëåíèÿ ïî àçèìóòó, ïðè÷åì óñðåäíåííàÿ ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü ÔÏ âûðàæåíà

÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà. Ïîêàçàíî, êàê èçáåæàòü ïîòåðü

òî÷íîñòè ïðè âû÷èñëåíèè ôàçîâîé ìàòðèöû, ò.å. ìàòðèöû ôóíêöèé ïåðåðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ïî ÷àñòîòå, íàïðàâëåíèþ è ïîëÿðèçàöèè ñ ó÷åòîì ïîâîðîòà îò

âíóòðåííåãî áàçèñà ê âíåøíåìó è îáðàòíî. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ

óñðåäíåííûõ ñèíãóëÿðíîé è íåñèíãóëÿðíîé ÷àñòåé ÔÏ èíòåíñèâíîñòè.

Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè ðàñ÷åòàõ îáðàçîâàíèÿ ñïåêòðîâ è

ïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, òàêèõ êàê

äæåòû àêòèâíûõ ÿäåð ãàëàêòèê, êîðîíû àêêðåöèîííûõ äèñêîâ è äðóãèå.

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

e-mail: dinagirner@gmail.com

COMPTON SCATTERING IN PLANE MEDIA:
POLARIZATION OF RADIATION AND AZIMUTH

INDEPENDENCE. II. RESULTS OF CALCULATIONS

D.I.NAGIRNER, S.I.GRACHEV

In the second part of paper the final formulas are deduced which can be used

for averaging redistribution functions (RF) on azimuth under the Compton scattering
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in plane stationary media. Redistribution on frequency and direction of intensity

and the Stokes parameter of linear polarization is considered. Azimuth averages of

the most singlar parts of RF are expressed in terms of elliptical integrals of the

first kind. The examples of averaging are given.

Keywords: radiative transfer: Stokes parameters: Compton scattering: frequency

  redistribution functions
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