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 Предлагается новая “Y-Z” математическая модель допустимого установившегося режима 
электроэнергетической системы (ЭЭС), когда независимые станционные узлы одновременно могут быть типа P-
Q и P-U, и ее реализация методом первого порядка Ньютона. 
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Известно множество математических моделей допустимого установившегося режима 
ЭЭС, в основу которых положены Y, Z и Y-Z формы нелинейных алгебраических 
уравнений [1-11]. В этих моделях рассматривались случаи, когда независимые станционные 
узлы могут быть либо типа P-Q, либо типа P-U. В последнее время рассматривались также 
случаи, когда независимые станционные узлы одновременно могут быть как типа P-Q, так и 
типа P-U [9, 11]. В этих работах для построения соответствующей математической модели 
были использованы Y формы уравнения установившихся режимов. Математическая модель 
допустимого установившегося режима в [5, 7] основывается на Y-Z форме уравнения 
установившегося режима, однако при P-Q типе независимых станционных узлов. 

В настоящей работе предлагается новая математическая модель допустимого 
установившегося режима ЭЭС, основанная на Y-Z формах уравнений установившегося 
режима при P-Q и P-U типах станционных узлов. 

Для построения “Y-Z; P-Q; P-U” математической модели допустимого установившегося 
режима ЭЭС принимается следующая система индексов: ( ) 1Ã,,2,1,0nm K= , где 1Ã  - 
число независимых станционных узлов типа     P-Q, относительно которых в качестве 
исходной информации задаются активные и реактивные мощности, причем станционный 
узел с индексом “0” выбирается в качестве базисного и балансирующего; 
( ) 2111 ÃÃ,,2Ã,1Ãk +++= Kl , где 2Ã  - число независимых станционных улов типа P-U, 

относительно которых в качестве исходной информации задаются активные мощности и 
модули комплексных напряжений; ( ) HÃÃ,,1ÃÃ,1ÃÃji 212121 ++++++= K , где H  - 
число нагрузочных узлов типа P-Q, относительно которых в качестве исходной 
информации задаются активные и реактивные мощности. 



84 

Согласно выбранной системе индексов, исходное матричное уравнение состояния для 
построения математической модели допустимого установившегося режима ЭЭС 
представляется в виде 
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где n,mY , l,kY  - соответственно неособенные квадратные матрицы собственных и взаимных 

комплексных проводимостей станционных узлов типа P-Q и P-U; j,iZ  - неособенная 

квадратная матрица собственных и взаимных комплексных сопротивлений нагрузочных 
узлов типа P-Q; n,k,m Y,Y l  - прямоугольные матрицы взаимных комплексных 

проводимостей между станционными узлами типа P-Q и P-U; l
&&&&

,in,ij,kj,m B,B,À,À  - 

прямоугольные матрицы, элементы которых являются безразмерными комплексными 
величинами. 

На основе матричного уравнения состояния (1) строится  
“Y-Z; P-Q; P-U" математическая модель допустимого установившегося режима ЭЭС, 
имеющая вид 
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где ограничения типа неравенств (3) налагаются на станционные узлы типа  
P-Q с индексами ( )nm , а ограничения типа неравенства (4) – на станционные узлы типа P-
U с индексами ( )lk . 
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Системы нелинейных алгебраических уравнений, являющиеся основой в 
математической модели допустимого установившегося режима ЭЭС, определяются в виде 

 - для независимых станционных узлов типа P-Q с индексами ( )nm : 
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 - для независимых станционных узлов типа P-U с индексом ( )lk : 
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 - для нагрузочных узлов типа P-Q с индексом ( )ji : 
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В (5)-(10) приняты следующие обозначения: 
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где 

jj,mjj,mj,m IAIAa ′′′′−′′= ,     (17) 

jj,mjj,mj,m IAIAb ′′′+′′′= ,     (18) 

it,it,it,i IBIBc ′′′′+′′= ,     (19) 

it,it,it,i IBIBd ′′′−′′′= .     (20) 

 
Для получения общего рекуррентного выражения реализации математической модели 

установившегося режима ЭЭС предполагается, что все независимые узлы являются узлами 
типа P-Q. При этом получим 
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где И – номер итерации. 

Элементы iikukmum I,I;U,;U, ′′′ΔΔΨΔΔΨ  определяются на основе следующего 
матричного выражения: 
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Аналитические выражения частных производных, входящих в (22), подробно 

приводятся в [4]. Приращения узловых режимных параметров 

iikkmm Q,P;Q,P;Q,P ΔΔΔΔΔΔ , входящие в (22), определяются в виде 
( ) ( )[ ] ,P,U;,UPP,U;,U muunnpmÁmmuunnpm Δ=ΨΨ+−=ΨΨΦ llll φ  (23) 
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( ) ( )[ ] ,PI,IPPI,I ijjpiÁiijjpi Δ=′′′+−=′′′Φ φ    (27) 

( ) ( )[ ] .QI,IQQI,I ijjqiÁiijjqi Δ=′′′+−=′′′Φ φ    (28) 

Аналитические выражения функций qipiqkpkqmpm ,;,;, φφφφφφ  нетрудно установить 

из (5)-(10). На основании матричного уравнения (22) необходимо установить выражения 
приращений режимных параметров, входящих в (21). Обращая неособенные квадратные 
подматрицы, входящие в (22), получим 
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где γβα ,,  и δ , а также d,c,b,a  являются элементами обращенной матрицы. Нетрудно 
убедиться, что выражения (21), (29) в совокупности изображают рекуррентное выражение, 
вытекающее из метода Ньютона-Рафсона. 
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Согласно постановке задачи, станционные узлы с индексами ( )lk  являются узлами 
типа P-U. Следовательно, имеет место соотношение: 

[ ] 0Uk =Δ .     (30) 
При этом матричное выражение (29) принимает вид 
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Представим матричное выражение (31) в виде совокупности следующих подматричных 
уравнений: 

,QPQP kmkmmmnmmnum Δ+Δ+Δ+Δ=ΔΨ ll βαβα   (32) 

,QPQPU kmkmmmnmmnm Δ+Δ+Δ+Δ=Δ ll δγδγ   (33) 

,QPQP kkkkmknmknuk Δ+Δ+Δ+Δ=ΔΨ ll βαβα    (34) 

,QPQP0 kkkkmknmkn Δ+Δ+Δ+Δ= ll δγδγ    (35) 
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Перепишем подматричное уравнение (35) в следующем виде: 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]{ }.PQPQ kkmknmknkk Δ⋅+Δ⋅+Δ⋅−=Δ⋅ ll γδγδ   (37) 

Поскольку подматрица [ ]lkδ  является квадратной и неособенной, то напишем 

[ ] [ ] [ ]ll k
1

kkQ Δ⋅−=Δ −δ ,             (38) 

где 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ].PQP kkmknmknk Δ⋅+Δ⋅+Δ⋅=Δ ll γδγ   (39) 

Матричное выражение (38) позволяет определить численные значения приращений 
реактивных мощностей независимых станционных узлов типа P-U с индексами ( )lk . В 
результате можно установить численные значения действительных реактивных мощностей 
этих же станционных узлов, пользуясь уравнением (26): 

( ) kqkÁkk QQQ Δ=+− φ ,        (40) 

откуда 
( )qkÁkkk QQQ φ++Δ= .        (41) 

Устанавливая численные значения искомых реактивных мощностей kQ  станционных 
узлов типа P-U, проверяем условия их допустимости. Затем на  
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основании (33) определяем численные значения приращений искомых модулей 
комплексных напряжений станционных узлов типа P-Q, а на основании второй строчки 
выражения (21) - их действительные значения mU , а также проверяем условия их 
допустимости. 

Таким образом, на каждой итерации проверяем следующие условия допустимости: 

.UUU
,QQQ

max,mmmin,m

max,kkmin,k

≤≤

≤≤
        (42) 

При проверке условия допустимости (42) могут быть следующие случаи: 
 1. Оба условия, приведенные в (42), обеспечиваются. Это означает, что полученные 
численные значения реактивных мощностей станционных узлов типа P-U, kQ  и модули 
комплексных напряжений станционных узлов типа P-Q, mU  находятся в пределах 
допустимости. В этом случае как для станционных узлов типа P-U, так и для нагрузочных 
узлов типа P-Q искомыми режимными параметрами остаются аргументы комплексных 
напряжений, которые определяются на основании подматричных выражений (32) и (34). 

Объединяя подматричные уравнения (32) и (34), получим 
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Определяя численные значения приращений аргументов комплексных напряжений 

umΔΨ   и ukΔΨ , устанавливаем их действительные значения согласно следующему 
выражению: 
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Затем переходим к определению приращений составляющих комплексных токов 
нагрузочных узлов согласно следующему матричному выражению: 
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 Имея численные значения ii I,I ′′Δ′Δ , определяем действительные значения 
составляющих комплексных токов станционных узлов: 
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Этим завершается первая итерация. Далее переходим к осуществлению второй. Если на 
второй итерации также обеспечиваются условия (42), то переходим к третьей итерации и 
т.д. 

Итерационный процесс продолжается аналогичным образом, как в предыдущих 
итерациях, и считается завершенным, если обеспечиваются следующие условия: 
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( ) ( ) ,QQQ,PPP mqmÁmmmpmÁmm Δ≤+−Δ≤+− φφ   (47) 

( ) ( ) ,QQQ,PPP kqkÁkkkpkÁkk Δ≤+−Δ≤+− φφ   (48) 

( ) ( ) ,QQQ,PPP iqiÁiiipiÁii Δ≤+−Δ≤+− φφ   (49) 

где ikmikm Q,Q,Q,P,P,P ΔΔΔΔΔΔ  - допустимые небалансы узловых активных и 
реактивных мощностей, которые в данном случае являются также условиями сходимости 
решения систем нелинейных алгебраических уравнений установившегося режима ЭЭС. 

Для ослабления условия сходимости принимается 

.QQQQ
,PPPP

ikm
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Δ=Δ=Δ=Δ
Δ=Δ=Δ=Δ

    (50) 

Фактически задаваемые нами положительные величины PΔ  и QΔ  характеризуют 
точность установления численных значений искомых режимных параметров. 
 2. Первое условие из (42) обеспечивается, а второе - нет. Это означает, что для 
независимых станционных узлов типа P-U полученные искомые значения реактивных 
мощностей kQ  находятся в пределах допустимости. Станционные узлы типа P-Q 
превращаются в станционные узлы типа P-U, причем в первом случае - в виде max,mUP − , а 

во втором – в виде min,mUP− . 

В результате независимые станционные узлы становятся узлами типа           P-U, и 
можем написать, что 
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При этом матричное выражение (29) принимает вид 
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Представим матричное выражение (52) в виде совокупности подматричных выражений 
(36), (43) и 
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Полученное матричное выражение (53) представим в виде 
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откуда можем определить 
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На основании (55) устанавливаем численные значения приращений реактивных 
мощностей mQΔ  и kQΔ , а затем их действительные значения: 

( ),QQQ qmÁmmm φ++Δ=     (56) 

( ).QQQ qkÁkkk φ++Δ=     (57) 

Имея численные значения искомых реактивных мощностей mQ  и kQ , проверяем их 
условия допустимости: 
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Если условия (58) обеспечиваются, то другие неизвестные режимные параметры umΨ  и 

ukΨ  определяются на основании (44). Затем переходим к определению составляющих 
комплексных токов нагрузочных узлов: 
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В результате завершается первая итерация, после чего переходим к осуществлению 
второй. Если на второй и последующих итерациях сохраняются условия (58), то 
итерационный процесс продолжается и считается завершенным, когда обеспечиваются 
условия (47)-(49). 
 3. Первое условие из (42) не удовлетворяется, а второе - удовлетворяется. Это означает, 
что для независимых станционных узлов типа P-U полученные значения реактивных 
мощностей kQ  не находятся в пределах допустимости, а модули комплексных напряжений 

mU  станционных узлов типа P-Q, наоборот, находятся в пределах допустимости. При этом 
реактивные мощности могут быть больше допустимых максимальных значений ( )max,mQ  

или меньше допустимых минимальных значений ( )min,mQ . В связи с этим станционные узлы 

типа P-U превращаются в узлы типа P-Q, причем в первом случае - в виде max,mQP − , а во 

втором – в виде min,mQP− . 

В результате независимые станционные узлы становятся типа P-Q. При этом искомыми 
режимными параметрами являются модули и аргументы комплексных напряжений 
независимых станционных узлов и составляющие комплексных токов нагрузочных узлов. 

Для определения неизвестных режимных параметров воспользуемся рекуррентным 
выражением 



92 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Δ
Δ
Δ
Δ
Δ
Δ

⋅

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

′′
′

Ψ

Ψ

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

′′
′

Ψ

Ψ

i

i

k

k

m

m

ijij

ijij

kkknkn

kkknkn

mmmnmn

mmmnmn

0

i

i

k

uk

m

um
1

i

i

k

uk

m

um

Q
P
Q
P
Q
P

dc
ba

I
I

U

U

I
I

U

U

ll

ll

ll

ll

δγδγ
βαβα
δγδγ
βαβα

. (60) 

Определяя численные значения вышеприведенных режимных параметров, 
устанавливаем также численные значения модулей комплексных напряжений независимых 
станционных узлов mU  и kU . 

Имея численные значения mU  и kU , проверяем условия их допустимости: 
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Если условия (61) удовлетворяются, то переходим ко второй итерации. 
В случае, когда на второй и последующих итерациях удовлетворяются условия (61), 

итерационный процесс считается завершенным, когда обеспечиваются условия (47)-(49). 
 4. Оба условия из (42) не обеспечиваются. Это означает, что для независимых 
станционных узлов типа P-Q полученные значения модулей комплексных напряжений и 
реактивных мощностей для станционных узлов типа P-U не находятся в пределах 
допустимости. 

Необходимо отметить, что в результате независимые станционные узлы типа P-Q с 
индексами ( )nm  превращаются в станционные узлы типа P-U, а независимые станционные 
узлы типа P-U с индексами ( )lk  - в станционные узлы типа P-Q. Нетрудно заметить, что 
при этом повторяется первый случай, и задача будет решена таким же образом. 

Для облегчения математических записей при решении поставленной задачи 
целесообразно индексы ( )nm  заменить на ( )lk , а последние - на ( )nm . 

В заключение отметим, что рассмотрены все случаи задания исходной информации 
относительно независимых станционных узлов при решении задачи расчета допустимых 
установившихся режимов ЭЭС. 
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MATHEMATICAL MODEL OF ADMISSIBLE  STEADY-STATE CONDITION 
IN  ELECTRIC POWER SYSTEM AND ITS REALIZATION 

 
A new Y-Z mathematical model of admissible steady-state system condition of electric 

power system (EPS) when independent  stationary units can at the same time be of P-Q an P-U 
type is proposed. It is realized by the method of the girt order. 

Keywords: mathematical model, system, condition, matrix, unit, power, recurrent express, 
on admissible condition. 
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