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ԿԻՐԱՌՄԱՄԲ 

Առաջարկվում է գծային բազմաչափանիշային ծրագրավորման խնդիրների լուծման 

նպատակով կիրառել բազմաչափ դիֆերենցիալ ձևափոխությունները։ Նախ՝ կշռային գոր-

ծակիցների ներմուծմամբ, որոնք դիտարկվում են որպես պարամետրեր, բազմաչափանի-

շային խնդիրը ներկայացվում է ընդհանրական նպատակային ֆունկցիայով միաչափանի-

շային բազմապարամետրական օպտիմալացման խնդրով։ Ստացված բազմապարամետ-

րական խնդիրն արդեն լուծվում է բազմաչափ դիֆերենցիալ ձևափոխությունների և սիմպ-

լեքս ձևափոխությունների կիրառմամբ։ Լուծման արդյունքում ձևավորվում են պարամետ-

րերի՝ կշռային գործակիցների փոփոխման միջակայքերն ու դրանցից յուրաքանչյուրում 

բազմապարամետրական օպտիմալ նպատակային ֆունկցիան և փոփոխականների օպտի-

մալ արժեքները։  

Առանցքային բառեր.  բազմաչափանիշային օպտիմալացում, կշռային գործակից-

ներ, բազմաչափ դիֆերենցիալ ձևափոխություններ, սիմպլեքս ձևափոխություններ։  

Ներածություն։ Բարդ գործնական խնդիրները շատ հաճախ հանգում են 

բազմաչափանիշային օպտիմալացման խնդիրների, որոնց լուծման բազմաթիվ 

եղանակներ կան [1-4]: [5] աշխատանքում վերլուծված են ինժեներական խնդիր-

ների լուծման նպատակով կիրառվող եղանակները։ Ինչպես նշված, այնպես էլ 

[6-9] աշխատանքներում առանձնացնում են գլոբալ նպատակային ֆունկցիայի 

հանգեցնող կշռային գործակիցների եղանակը և դրա կիրառման մի շարք ոլորտ-

ները։ Հայտնի է [1-9], որ կշռային գործակիցների եղանակի կիրառման դեպքում 

անհրաժեշտ է որոշել կշռային գործակիցների արժեքները։ Այդ նպատակով հիմ-

նականում կիրառվում են փորձագիտական գնահատականների արդյունքում որոշ-

ված արժեքները։ Սույն աշխատանքում առաջարկվում է բազմաչափանիշային 

գծային ծրագրավորման խնդիրների լուծման համար կիրառել կշռային գործա-

կիցների եղանակը, իսկ գործակիցների արժեքները որոշել բազմապարամետրա-

կան գծային ծրագրավորման խնդրի լուծմամբ։ Բազմապարամետրական գծային 

ծրագրավորման խնդրի լուծման նպատակով  առաջարկվում է կիրառել բազմա-
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չափանիշային դիֆերենցիալ ձևափոխությունները [10, 11], ի տարբերություն [12, 13] 

աշխատանքներում առաջարկված եղանակների:  

Մաթեմատիկական մոդելը։ Դիտարկենք բազմաչափանիշային գծային 

ծրագրավորման հետևյալ խնդիրը․  
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որտեղ թույլատրելի արժեքների D բազմությունը ձևավորվում է (2) գծային սահ-

մանափակումներով, որոնցում A-ն սահմանափակումների ሺ݉݊ݔሻ		չափայնութ-

յամբ մատրիցն է, ܾ	–ն` ազատ անդամների ሺ݉1ݔሻ	չափայնությամբ վեկտորը, ܺ-ը` 

փնտրվող փոփոխականների ሺ݊1ݔሻ	 չափայնությամբ վեկտորը, ௜݂ሺܺሻ, ݅ ൌ 1, ݇   - 

երը նպատակային ֆունկցիաներն են։  

Կազմենք գլոբալ նպատակային ֆունկցիան [1-4]՝  

ሺܺ,ܹሻܨ  ൌ ଵݓ ଵ݂ሺܺሻ ൅ ଶݓ ଶ݂ሺܺሻ ൅ ⋯൅ ௞ݓ ௞݂ሺܺሻ → max
௑∈஽

, (3) 

որտեղ ܹ ൌ ሺݓଵ,ݓଶ, … ௞ሻ்ݓ,  –ն կշռային գործակիցների ሺ݇1ݔሻ	 չափայնությամբ 

վեկտորն է։  Վեկտորի տարրերը պետք բավարարեն հետևյալ պայմաններին՝  

 ∑ ௜ݓ
௞
௜ୀଵ ൌ ௜ݓ,1 ൒ 0:	 (4)  

(3) գլոբալ նպատակային ֆունկցիայի և (4) պայմանների հաշվառմամբ  

(1)-(2) բազմաչափանիշային խնդիրը կհանգի հետևյալ բազմապարամետրական 

միաչափանիշային խնդրին, որտեղ կշռային գործակիցները կդիտարկենք որպես 

պարամետրեր․ 

,ଵݓሺܺሺܨ  …,ଶݓ ௞ሻሻݓ, ൌ ଵݓ ଵ݂ሺܺሻ ൅ ଶݓ ଶ݂ሺܺሻ ൅⋯൅ݓ௞ ௞݂ሺܺሻ → max
௑∈஽
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 ∑ ௜ݓ
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௜ୀଵ ൌ ௜ݓ,1 ൒ 0:	      (7) 

(5)-(7) բազմապարամետրական խնդրի լուծման արդյունքում կարող ենք 

ստանալ կշռային գործակիցների արժեքների փոփոխման տարբեր միջակայքերի 

համար բազմափաչանիշային խնդրի Պարետո օպտիմալ լուծումները։ Ստացված 

լուծումները վճիռ կայացնողին հնարավորություն կտան ձևավորված միջակայ-
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քերից ընտրել կշռային գործակիցների արժեքները՝ ըստ տվյալ միջակայքում գլո-

բալ նպատակային ֆունկցիայի կամ առանձին նպատակային ֆունկցիաների 

օպտիմալ արժեքների։ (5)-(7) բազմապարամետրական խնդրում պարամետրերի 

քանակը կարելի է մեկով պակասեցնել, եթե (7) պայմանի հաշվառմամբ ընդունենք.  

௞ݓ  ൌ 1 െ ∑ ௜ݓ
௞ିଵ
௜ୀଵ ։  (8) 

Այսպիսով, (5)-(7) բազմապարամետրական խնդիրը կընդունի հետևյալ 

տեսքը՝ 

,ଶݓ,ଵݓሺܺሺܨ  … , ௞ିଵሻሻݓ ൌ ଵݓ ଵ݂ሺܺሻ ൅ ଶݓ ଶ݂ሺܺሻ ൅ ⋯൅ ሺ1 െ ∑ ௜ݓ
௞ିଵ
௜ୀଵ ሻ ௞݂ሺܺሻ → max

௑∈஽
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 0 ൑ ௜ݓ ൑ 1, ݅ ൌ 1, ݇ െ 1; 	0 ൑ ∑ ௜ݓ
௞ିଵ
௜ୀଵ ൑ 1 ∶  (11) 

Պարամետրական տարբեր տիպերի խնդիրների լուծման նպատակով հաջո-

ղությամբ կիրառվում են դիֆերենցիալ միաչափ և բազմաչափ դիֆերենցիալ ձևա-

փոխությունները [14-16]: Ստացված (k-1) պարամետրերով, n փոփոխականներով 

գծային բազմապարամետրական (9)-(11) խնդիրը լուծելու համար, կիրառենք [17]-ո-

ւմ առաջարկված եղանակը՝ հիմնված բազմաչափ դիֆերենցիալ ձևափոխություննե-

րի վրա [10], որոնք անալիտիկ  nxxxu ,...,, 21  բազմապարամետրական ֆունկ-

ցիայի համար ներկայացվում են հետևյալ կերպ՝  

- ուղիղ ձևափոխությունը՝ 
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- հակադարձ ձևափոխությունը՝  
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որտեղ ),...,,( 21 mxxxU -ն բնօրինակն է (ենթադրում ենք, որ գոյություն ունեն այս 

ֆունկցիայի բոլոր մասնակի ածանցյալներն ըստ mxxx ,..,, 21  փոփոխականների), 

),...,,( 21 mKKKU  - ն՝ ամբողջաթիվ 
mKKK ,..,, 21

 արգումենտներից կախված պատ-

կերը ( ),...,,( 21 mKKKU  ),...,,( 21 mxxxU ), H1, H2,…,Hm  -երը՝ մասշտաբային գոր-

ծակիցները, t1, t2,…,tm - երը՝ մոտարկման կենտրոնի կոորդինատները: 
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Կիրառելով (12) ուղիղ դիֆերենցիալ ձևափոխությունները (մոտարկման 

առաջին կենտրոնն ընդունում ենք բոլոր պարամետրերի համար զրոյական ար-

ժեքները) (9)-(11)-ը խնդրի պարամետրական կախվածություններով տարրերի 

նկատմամբ և [17] աշխատանքում առաջարկված սիմպլեքս-ձևափոխությունների 

Դ-պատկերների առնչությունները, կազմակերպենք իտերացիոն գործընթաց, որի 

յուրաքանչյուր քայլում կձևավորվեն դիֆերենցիալ բազմաչափ ուղիղ ձևափոխու-

թյուններով հաշվված դիֆերենցիալ պատկերներով սիմպլեքս-աղյուսակներ, իրա-

կանացնենք սիմպլեքս-ձևափոխություններ դիֆերենցիալ պատկերների տիրույ-

թում, ստուգենք կանգառի պայմանները, և համաձայն պայմանների՝ կիրականացվի 

կամ հաջորդ իտերացիան, կամ հաջորդ քայլը։ Հաջորդ իտերացիան կիրականացվի, 

եթե կանգառի պայմանները չեն բավարարվել, դեռևս անհրաժեշտ է փոփոխութ-

յուններ կատարել բազիսային վեկտորի տարրերում ու կատարել սիմպլեքս ձևա-

փոխություններ։ Եթե կանգառի պայմանները բավարարվել են, այսինքն ձևավոր-

վել է օպտիմալ բազիս, ապա կազմում ենք օպտիմալության միջակայքերը որոշող 

պայմանները հետևյալ կերպ. տվյալ քայլի վերջին իտերացիային համապատաս-

խան աղյուսակից, որը պարունակում է դիֆերենցիալ պատկերները, (13) առնչու-

թյամբ վերականգնվում են բնօրինակները, ձևավորվում է օպտիմալության միջա-

կայքի որոշման հետևյալ խնդիրը՝  
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որտեղ 

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





1
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2
,

1 k
www

j
, nj ,...,1  - երը (13) առնչությամբ վերականգնված 

սիմպլեքս-տարբերությունների բազմապարամետրական ֆունկցիաներն են։ (14) 

խնդրի լուծման արդյունքում ստացված 
*

1
,...,*

2
,*

1 k
www  արժեքներով կձևավորվի 

121 k
www ,...,,  պարամետրերի՝ կշռային գործակիցների փոփոխման 1-ին մի-

ջակայքը, որում նպատակային ֆունկցիան ևս կունենա բազմապարամետրական 

տեսք ու կորոշվի տվյալ քայլի վերջին իտերացիայում ստացված սիմպլեքս աղ-

յուսակի բազիսային լուծումների արժեքների ու  ܨሺܺሺݓଵ, ,ଶݓ … ௞ିଵሻሻݓ,  ֆունկ-

ցիայի միջոցով։  Հաջորդ միջակայքը ձևավորելու համար որպես մոտարկման կենտ-

րոն ընտրվում են պարամետրերի *
1

,...,*
2

,*
1 k

www  արժեքները, հաշվվում են այդ 

կենտրոնում դիֆերենցիալ պատկերները, և կառուցվում է տվյալ քայլին համա-

պատասխան սիմպլեքս-աղյուսակը։ Վերը նկարագրված ընթացակարգով 
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կատարվում են սիմպլեքս-ձևափոխություններ, ստուգվում կանգառի պայմանները, 

կազմվում օպտիմալության միջակայքերը որոշող խնդիրները։ Քայլերը կատար-

վում են այնքան ժամանակ, քանի դեռ կշռային գործակիցների արժեքները բա-

վարարում են (11) պայմանները։   

Մոդելային օրինակ։ Դիտարկենք բազմաչափանիշային օպտիմալացման 

հետևյալ խնդիրը [18]՝  

 ൞

ଵݔ ൅ ଶݔ8 → max
௑∈஽

,

ଵݔ2 ൅ ଷݔଶ൅4ݔ → max
௑∈஽

,

ସݔଷ൅ݔ → max
௑∈஽

,
  ,  (15) 

:ܦ  ൞

ଵݔ30 ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ14 ൑ 10,
ଵݔ3 ൅ ଶݔ ൅ ସݔ ൑ 5,

ଵݔ7 ൅ ଶݔ8 ൅ ଷݔ15 ൑ 2,
ଵݔ14 ൅ ଶݔ6 ൅ ଷݔ4 ൑ 11:

  (16) 

Համաձայն (4)-ի՝ ներմուծենք կշռային գործակիցները և (8)-ի կիրառմամբ  

ներկայացնենք (9)-(11) բազմապարամետրական խնդիրը. 

ଶሻ൯ݓ,ଵݓ൫ܺሺܨ ൌ ሺݓଵ ൅ ଵݔଶሻݓ2 ൅ ሺ8ݓଵ ൅ ଶݔଶሻݓ ൅ ሺ1 െ ଵݓ ൅ ଷݔଶሻݓ3 ൅ ሺ1 െ ଵݓ െ ସݔଶሻݓ → max
௑∈஽

,      (17)  

:ܦ 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
ଵݔ30 ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ14 ൑ 10,
ଵݔ3 ൅ ଶݔ ൅ ସݔ ൑ 5,

ଵݔ7 ൅ ଶݔ8 ൅ ଷݔ15 ൑ 2,
ଵݔ14 ൅ ଶݔ6 ൅ ଷݔ4 ൑ 11,

 (18) 

 0 ൑ ௜ݓ ൑ 1, ݅ ൌ 1,2; 	0 ൑ ∑ ௜ݓ
ଶ
௜ୀଵ ൑ 1 ∶  (19) 

Ստացված երկպարամետրական օպտիմալացման (17)-(19) խնդրի՝ վերը 

նկարագրված ընթացակարգով լուծման արդյունքում ձևավորվում են աղյուսակում 

ներկայացված միջակայքերը, որոնցից յուրաքանչյուրի համար ստացվում են նպա-

տակային (17) օպտիմալ ֆունկցիան՝ կախված ݓଵ	, -ଶ պարամետրերից, և փոփոݓ

խականների օպտիմալ արժեքները։ Լուծման իտերացիոն ընթացակարգը սկսվել 

է ݓଵ ൌ ଶݓ,0 ൌ 0 մոտարկման կենտրոնից։ Մասշտաբային գործակիցները ընտր-

վել են` ܪଵ ൌ ଶܪ ൌ 1	, իսկ պատկերների քանակը՝ 2-ական յուրաքանչյուր պարա-

մետրի համար։ Նախնական այս պայմաններով ձևավորվում է առաջին քայլի 

սիմպլեքս-աղյուսակը, և կատարվում են սիմպլեքս-ձևափոխություններ պատկեր-

ների տիրույթում։ Կանգառի պայմանի բավարարումից հետո կազմվում է (14) 

խնդիրը՝  

ଵݓ ൅ ଶݓ → max,
௑∈஽
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൞

3.966666666666667 െ ଶݓ4.1 െ ଵݓ4.966666666666667 ൑ 0,
2.033333333333333 െ 0.8999999999999999 ∗ ଶݓ െ 10.033333333333333 ∗ ଵݓ ൑ 0,

0.06666666666666667 ൅ 0.2 ∗ ଶݓ െ 0.06666666666666667 ∗ ଵݓ ൑ 0,
0.25 െ 0.25 ∗ ଶݓ െ 0.25 ∗ ଵݓ ൑ 0,

	

որի օպտիմալ լուծումն է՝ ݓଵ ൌ 0.178041, ଶݓ ൌ 0.274123։ Երկպարամետրական  

(17)-(19) խնդրի լուծման առաջին միջակայքը ձևավորվեց (աղյուսակի 1-ին միջա-

կայքը)։  

Հաջորդ միջակայքը ձևավորելու համար որպես մոտարկման կենտրոն 

ընտրվում են ստացված ݓଵ ൌ 0.178041, ଶݓ ൌ 0.274123 արժեքները, դրանց համա-

պատասխան կառուցվում է նոր սիմպլեքս-աղյուսակը, կատարվում են սիմպլեքս- 

ձևափոխությունները։ Խնդրի լուծման արդյունքները ներկայացված են աղյուսա-

կում։ Նկարում ներկայացված են աղյուսակի 1-ին և 2-րդ միջակայքերում տրված 

ընդհանրական նպատակային ֆունկցիայի գրաֆիկները՝ կախված ݓଵ	, -ଶ պարաݓ

մետրերից։ Գրաֆիկներում նշված է ընդհանրական նպատակային ֆունկցիայի 

մաքսիմումը։  

Ստացված օպտիմալ լուծումը վճիռ կայացնող համակարգին հնարավո-

րություն կտա ընտրել կշռային գործակիցների արժեքները ձևավորված միջա-

կայքերից, արդեն իսկ ունենալով ինչպես (15) միաչափանիշային, այնպես էլ (17) 

ընդհանրական նպատակային ֆունկցիաների արժեքները։  
 

Աղյուսակ 

Երկպարամետրական խնդրի լուծման արդյունքները 

h. Միջակայքը 
Օպտիմալ լուծումը 

Նպատակային ֆունկցիան  Փոփոխականների վեկտորը 

1 
0 ൑ ଵݓ ൑ 0.178041 

0 ൑ ଶݓ ൑ 0.274123 

∗ܨ ൌ 2.883333 െ 

െ2.883333ݓଵ െ  ଶݓ2.35
ܺ∗ ൌ ቌ

0
0

0.1333
2.75

ቍ 

2 
0.178041 ൑ ଵݓ ൏ 1 

0 ൑ ଶݓ ൏ 0.821959 

∗ܨ ൌ 2.375 െ ଵݓ0.375 െ 

െ2.125ݓଶ 
ܺ∗ ൌ ቌ

0
0.25
0

2.375

ቍ 

3 
0 ൑ ଵݓ ൑ 0.15 

0,839 ൑ ଶݓ ൑ 1 
∗ܨ ൌ 1.75 െ ଵݓ1.46429 െ 

െ1.17857ݓଶ 
ܺ∗ ൌ ቌ

0,285714
0
0

1.75

ቍ 

4 
ଵݓ ൒ 0.1579 

ଶݓ ൌ 1 െ  ଵݓ
∗ܨ ൌ ଵݓ2 ൅ ∗ܺ ଶݓ0.25 ൌ ቌ

0
0.25
0
0

ቍ 

5 
ଵݓ ൑ 0.1579 

ଶݓ ൌ 1 െ  ଵݓ

∗ܨ ൌ ଵݓ0.285714 ൅ 

൅0.571428ݓଶ 
ܺ∗ ൌ ቌ

0,285714
0
0
0

ቍ 
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ա)     բ) 

Նկ. Ընդհանրական նպատակային ֆունկցիայի գրաֆիկները աղյուսակի 1-ին (ա) և 2-րդ 

(բ) միջակայքերում 

Եզրակացություն։ Բազմաչափանիշային օպտիմալացման խնդիրների լուծ-

ման նպատակով առաջարկվում է կշռային գործակիցների ներմուծմամբ ստաց-

ված բազմապարամետրական խնդիրը լուծել բազմաչափ դիֆերենցիալ և սիմպ-

լեքս-ձևափոխությունների համատեղ կիրառմամբ։ Լուծման արդյունքում պարա-

մետրերի փոփոխման ձևավորված միջակայքերը հնարավորություն կտան վճիռ 

կայացնողին ընտրել կշռային գործակիցների արժեքները՝ տվյալ միջակայքում 

որոշված նպատակային ֆունկցիայի ու փոփոխականների օպտիմալ արժեքների 

վերլուծության հիման վրա։ Լուծվել է բազմաչափանիշային գծային օպտիմալաց-

ման խնդիր, ստացվել են պարամետրերի փոփոխման միջակայքերը, օպտիմալ 

նպատակային ֆունկցիան և փոփոխականների օպտիմալ արժեքները յուրաքանչ-

յուր միջակայքում։  

Աշխատանքը կատարվել է Հայաստանի ազգային պոլիտեխնիկական համալսա-

րանի «Ավտոմատացում և էլեկտրամագնիսական համակարգեր» բազային գիտահետազո-

տական լաբորատորիայում։  
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А.Г. АВЕТИСЯН, Д.А. КАЗАРЯН, А.Н. БАБАЯН 

РЕШЕНИЕ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНЫХ ЗАДАЧ ЛИНЕЙНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ С ПРИМЕНЕНИЕМ МНОГОМЕРНЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 

Предлагается применять многомерные дифференциальные преобразования для 
решения многокритериальной задачи линейного программирования. С помощью 
весовых коэффициентов, которые далее рассматриваются как параметры, многокрите-
риальная задача представляется многопараметрической однокритериальной задачей с 
обобщенной целевой функцией. Полученная многопараметрическая задача решается с 
помощью многомерных дифференциальных и симплекс-преобразований. В результате 
решения многопараметрической задачи линейного программирования формируются 
области изменения значений параметров - весовых коэффициентов, а также значения 
переменных и зависимости обобщенных целевых функций.   

Ключевые слова: многокритериальная оптимизация, весовые коэффициенты, 
многомерные дифференциальные преобразования, симплекс-преобразования. 

A.G. AVETISYAN, D.A. GHAZARYAN, A.N. BABAYAN 

SOLVING LINEAR MULTI-OBJECTIVE PROGRAMMING PROBLEMS BY 
USING MULTIDIMENSIONAL DIFFERENTIAL TRANSFORMS 

Multidimensional differential transforms are proposed to be applied for the solution 
of the linear multi-objective programming problems. The multi-objective problem is reduced to 
the one-dimensional multiparametric problem with a generalized objective function by 
inserting weight coefficients which are considered as parameters. The obtained multiparametric 
problem is solved by using multidimensional differential and simplex transforms. The 
change intervals of the weight coefficients (parameters), the multiparametric optimal objective 
function and the optimal values of the variables in each change interval are formed as a 
result of the solution. 

Keywords: multi-objective optimization, weight coefficients, multidimensional 
differential transforms, simplex transforms. 

 

 

 

 

	

	

	


