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Введение. Точная постановка задачи борьбы с помехами, происходя-

щими в канале связи, принадлежит К. Шеннону и состоит в следующем: 
на входе канала известно некоторое множество слов,	которое содержит все 
потенциально возможные сообщения, годные для передачи. Проблема ко-
дирования состоит в выборе такого семейства сообщений, чтобы при по-
лучении на выходе канала сообщения было возможно однозначно восста-
новить (декодировать) переданное сообщение.	 

В предыдущих работах  1 3  мы рассматривали алгебраические ка-
налы, в частности аддитивные и матричные каналы.                              

 В данной работе изучается следующий класс комбинаторных неал-
гебраических каналов – дизъюнктивные каналы, которые по форме напо-
минают аддитивные каналы, но существенно отличаются от них. 

Каналы связи и словарные функции. Пусть ܤ = ൛ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௣ൟ – ко-
нечный алфавит и ܤ∗ – множество всех слов конечной длины над алфа-
витом ܤ. Словарная функция – произвольное частичное отображение ߰   
следующего вида: 

∗ܤ	
ట
→  .∗ܤ

Мы будем рассматривать канал как преобразователь информации.  Ес-
ли принять тезис о том, что в любом канале связи происходит преобразо-
вание одних слов в другие, то достаточно общий канал можно описать сле-
дующим образом. 

Заданы некоторое множество 
Ψ	 = {߰଴, ߰ଵ , … , ߰௠} 

частичных словарных функций 

∗ܤ	
ట೔→ ݅         ,∗ܤ = 0,݉ 
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и многозначное отображение 
( )f x  (߰଴(ݔ), ߰ଵ(ݔ), … , ߰௠(ݔ)), 

где ݔ ∈ ܹ ⊆ (ܽ)Множество всех обратимых отображений {߰௜},߰௜ .∗ܤ ⊆ ܹ 
обозначим через T. При этом все суперпозиции ߰௜భ	߰௜మ …	߰௜ೖ функций ߰௜ೕ 
из множества	Ψ	 определены на ܹ.  

Определение	[1]. Комбинаторным каналом связи ܭ(Ψ) называется 
многозначное отображение 

,(ݔ)ଵ߰,(ݔ)଴߰)=(ݔ)݂ … , ߰௠(ݔ)).                              (1)                                                          
Формулу (1) следует понимать следующим образом. На вход канала 

подается слово ݒ. На выходе получается ровно одно из значений 
߰଴(ݒ), 	߰ଵ(ݒ), … , ߰௠(ݒ).  

Определение	[1]. Алгебраическим каналом связи ܭ(Ψ) называется  
многозначное отображение                                                                                        

,(ݔ)ଵ߰,(ݔ)଴߰)=(ݔ)݂                             … , ߰௠(ݔ)),                           
где		Ψ ⊆ T, и если 

 ߰௜ିଵ ∈ Ψ,  ߰௜ ∈ Ψ.      (2) 
Условие (2) требует, чтобы любое «преобразованное» слово могло 

быть возвращено к исходному виду путем тех же самых трансформаций. 
Отметим, что любой аддитивный канал удовлетворяет условию (2) и 

является алгебраическим 	[2]. Однако не все матричные каналы являются 
алгебраическими, например, матричный канал с выпадением символов 
[3, 4].  

В дальнейшем мы всегда будем считать, что ߰଴(ݔ)=	ݔ, что можно ин-
терпретировать как возможность безошибочной передачи слова по этому 
каналу,	ܹ = ௡ܤ ⊆  	.∗ܤ	

Коды, исправляющие ошибки.  
Определение [2]. Множество ܸ ⊆ ௡ܤ  называется кодом, исправляю-

щим ошибки канала ܭ(Ψ), если выполнено условие 
										߰௜(ݑ) ≠ ௝߰(ݒ)            (3)            

для всех ݅ и ݆ и для всех слов 	ݑ, 	ݒ ∈ 	ܸ. 
Условие (3) означает, что последствия действий канала ܭ(Ψ) на кодо-

вые слова различны и поэтому ошибки могут быть обнаружены и исправ-
лены.  

В дальнейшем обозначим через ܸ(Ψ) код, исправляющий ошибки ка-
нала	ܭ(Ψ). В терминах, введенных выше, основная задача при заданном 
канале состоит в построении кода ܸ(Ψ) максимальной мощности – V (Ψ).    

Итак, пусть опять Ψ(0) = ,଴ݕ} …,ଵݕ , ௠} ݕ -дейст (Ψ)ܭ ௡ и каналܤ 
вует на слово ݔ   :௡ следующим образомܤ

ݖ = = ݅     , ௜ݕ	v	ݔ 0,݉,തതതതതത 
и знак «v» – словарная функция, определяемая стандартным образом: если 
ݖ = ଶߛଵߛ) ݔ  ,(௡ߛ… = ݕ	  ,(௡ߙ…ଶߙଵߙ) =    то ,(௡ߚ…ଶߚଵߚ)

= ݅        ,௜ߚ௜vߙ = ௜ߛ                                                1, ݊	തതതതത.    
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Таким образом, преобразование слов в дизъюнктивном канале – дизъ-
юнкция соответствующих слов, а не сумма по mod 2, как в аддитивном 
канале. 

Пример 1. Если Ψ(0) = ଴ݕ} = (000), ଵݕ = (100), ଶݕ = (011), ଷݕ =
(111)}, то	при ݔ = (001) на выходе дизъюнктивного канала ܭ(Ψ) полу-
чается одно из следующих слов: ݖ଴=(001),	ݖଵ=(101),	ݖଶ=(011),	ݖଷ=(111).         
Если же (110)=ݔ, то ݖ଴=(110), ݖଵ=(101),	ݖଶ=(111),	ݖଷ=(111). 

По аналогии с аддитивным каналом дизъюнктивный канал ܭ(Ψ), по-
рождаемый множеством {ݕ଴, ,ଵݕ … , -௠}, соответствует таблице декодироݕ
вания ܦ(Ψ) при заданном коде 	ܸ = ,଴ݒ} …,ଵݒ ,  {ேݒ

 
 

 ேݒ …    ଵݒ ଴ݒ

 ଴ݕேvݒ       ଴ݕଵvݒ ଴ݕ଴vݒ

 ଵݕேvݒ  ଵݕଵvݒ ଵݕ଴vݒ

    …     …    …       … 

    …     …   …      … 

 ௠ݕேvݒ  ଵݕଵvݒ ௠ݕ଴vݒ

 
Определение кода ܸ = ,଴ݒ} …,ଵݒ , -ே}, исправляющего ошибки дизъݒ

юнктивного канала ܭ(Ψ) с порождающим множеством Ψ(0) = 
,଴ݕ} ,ଵݕ … ,  ௠}, копирует предыдущие определения аддитивного канала иݕ
состоит в следующем: 
௥ݕ	௜vݒ																																																														   .௦ݕ	௝vݒ

 

В «физическом» смысле дизъюнктивный канал ܭ(Ψ)		действует сле-
дующим образом: букву «1» он не меняет, а букву «0» может перевести в 0 
или 1. 

В стандартных терминах дизъюнктивный канал действует на букву 
«несимметричным» образом. 

 Замечание. Множество ܤ௡ с бинарной операцией дизъюнкция обра-
зует моноид с нейтральным элементом «0». Эта структура гораздо более 
бедная, чем группа (ܤ௡,+), и потому многие из свойств аддитивных кана-
лов не выполняются для дизъюнктивных каналов. Так, если для аддитив-
ного канала в каждом столбце таблицы декодирования D(Ψ) содержится 
одно и то же число элементов, то для дизъюнктивного канала это вовсе не 
так. 

Пример 2. Пусть Ψ(0) = ଴ݕ} = (000), ଵݕ = (011), ଶݕ = (001)},  
ܸ = ଴ݒ} = (000), ଵݒ = (100), ଶݒ = (010)}. 

Тогда таблица декодирования ܦ(Ψ) дизъюнктивного канала ܭ(Ψ) 
имеет следующую форму: 
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000 100 010 

000 100 010 

011 111 011 

001 101 011 

 
Очевидно, что для канала ܭ(Ψ) и кода ܸ условия (4) не выполняются. 
Пример 3. Если в дизъюнктивном канале ܭ(Ψ) происходит не более 

одного «искажения», то формальная запись канала состоит в следующем: 
Ψ(0) = {݁଴ = (00…0), ݁ଵ = (10,…0),… ݁௡ = (00…01)}. 

Если  0 1, ,..., NV v v v , то таблица декодирования выглядит так: 
 

 ேݒ … ଵݒ ଴ݒ

ேݒ  ܸ݁଴	ଵݒ ܸ݁଴	଴ݒ 	ܸ݁଴ 

ேݒ  ଵܸ݁ଵݒ ݁ଵ	଴ܸݒ 	ܸ݁ଵ 

…	 …	 … …	

…	 …	 … …	

 ேܸ݁௡ݒ  ଵܸ݁௡ݒ ଴ܸ݁௡ݒ

 
Рассмотрим k-й столбец таблицы декодирования D (Ψ). Если 

={݈ଵ, ݈ଶ, … , ݈௥} – номера нулей у слова ݒ௞, то все элементы столбца – слова, 
отличающиеся от ݒ௞ в разрядах с номерами	{݈ଵ, ݈ଶ,… , ݈௥}. Поэтому общее 
число различных слов в столбце с учетом самого ݒ௞ равно r+1=	݊ − kv
+1. 

В общем виде, если 1D , 2D …, ND столбцы таблицы декодирования 
D (Ψ), то справедлива следующая верхняя граница. 

Утверждение 1. Имеет место неравенство  

kD   min ,2 m
vkn  

 
  

 .  
Доказательство. Если {݈ଵ, ݈ଶ, … , ݈௥} – номера нулей у слова ݒ௞, то к 

новым словам приводят изменения ݒ௞ в позициях {݈ଵ, ݈ଶ, … , ݈௥} и их общее 
количество равно 2 kn v

. 
С другой стороны, по определению, общее число различных слов в Dk 

не превосходит m. 
В качестве содержательного примера, завершающего этот параграф, 

рассмотрим канал из примера 3, в котором происходит не более одного 
искаженного символа в слове ݔ =  .(௡ߙ…ଶߙଵߙ)
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Следующее утверждение содержит верхнюю границу для мощности 
кода ܸ, 		исправляющего ошибки приведенного выше канала. 

Утверждение 2. Справедливо неравенство 
 

  2
1

n
n

k
k n

m n
V

i

 

       
 .      

Доказательство. Пусть 
 

 1 ;x V xV    ,     2 ;x V xV    . 
Тогда  

1 2V V V   , 1 2V VV    и 
 
 
 

 

 
Первое неравенство следует из того, что общее число точек x V  с 

x   не превосходит общего числа точек из ܤ௡ со свойством x  ,  
т.е.  

 1

n

k
k

V


 .                                           (5)                                                                   

Если 2x V , то в силу примера 3  

   2
2

1

n

n
V




 
,                                                (6)   

так как число элементов в любом столбце таблицы декодирования для 2V      
не превосходит правой части (6). 

Утверждение 3. Справедливо неравенство        
 

12n

V
n



 . 

 
Доказательство. Так как [5] 
 

 
2(2 )1

22
2

nn
n ne

n



 


 , 

то при 
2
n n  ,   ( ) ( )n о n   имеем  

2
2 .

1

n

n
V




 
 1 ,

n

k
k

V






115 

2

n
n n

 
 
 

 
  =  

2220 n
n

e  
 
  . 

Выбрав lnn  , мы получим оценку 

 
2

1 20
n

n n
V  

 
 


. 

Следовательно, с учетом (5) и (6)  
12n

V
n




 . 

Исправление ошибок в дизъюнктивном канале. Если в дизъюнк-
тивном канале происходит не более одного искажения, то для исправления 
ошибки можно использовать обычный код Хэмминга. Однако, используя 
специфику этого канала, можно предложить более эффективные способы 
борьбы с помехами. Одним из таких способов является использование 
кода Варшамова – Тененгольца [6]. 

Рассмотрим сравнения 
 

ଵߙ						 + ଷߙଶ+3ߙ2 ௡ ߙ݊	… 	+  0  (mod (݊ + 1)),                 (7) 
где 1 2( ... ) n

nx a a a B  . 
Множество решений сравнений (7) обозначим через Sn. 
Утверждение 4. Код Sn исправляет все одиночные искажения канала. 
Доказательство. Пусть 1 2( ... ) n

nx a a a S   и ошибка произошла в r-
разряде слова ݔ. По определению кода Sn, если на выходе мы получаем 
слово   

ݖ = ቀ	 1γ 2γ … γn ቁ, то 

 =(ݖ)݈
1

γ i

n

i
i


 =  

1

n

i
ii r



 .                                    (8) 

 
Из (8) получимм 

݊) mod)(ݖ)݈  + 1))= (
1

n

i
ii r



 )(mod (݊ + 1)).             (9)    

 
Из (9) получим ݈(ݖ) (mod (݊ +  .ݎ	=((1
Tаким образом, мы получаем номер разряда, в котором произошла 

ошибка. 
Изменив значение этого разряда, мы исправляем искомую ошибку. 
Пример 4. Если ݊=4, то исходное сравнение имеет вид 

ଵߙ + ଷߙଶ+3ߙ2 + ସߙ4 	0(mod 5). 
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Слово (1001)=ݔ принадлежит 4S . Если ошибка произошла в 3-м раз-
ряде, то  

 .8=4+3+1=(1011)݈	=(ݖ)݈ и (1011)=ݖ
Далее ݈(ݖ)	 3(mod 5) и номер ошибочного разряда определен. 
Отметим, что множество коэффициентов линейной формы  

ଵߙ	=(ݔ)ܮ + ଶߙ2   .– кольцо классов вычетов по mod(݊+1), т.е		௡ߙ݊ ⋯+
множество {0,1, … , ݊}. 

Это обстоятельство играет определенную роль при исследовании мно-
жества решений сравнения 

 . 0(mod(݊ +1))	(ݔ)ܮ	
Рассмотрим сравнения 

с(	ߙଵߙଶ…ߙ௡) =
1

0(mod )
n

i i
i

d d


 .                                     (10) 

Здесь все параметры ,id d – натуральные числа и 	ݔ=(	ߙଵߙଶ…ߙ௡)ܤ௡. 
Обозначим через 1 2( ... )d nt d d d число решений сравнения (10). 

Утверждение 5. Справедливо соотношение 

1 2( ... )d nt d d d =
1
d

 
1

0

d

s






1

n

r


2

(1 )r
i sd

de


 .    (11) 

Доказательство. Используем известное соотношение, выражающее 
свойства делимости 

1
d

1

0

d

s






2 xi s
de


=1,

0,
если
если \d

d
x
x .                                 (12) 

Если вместо ݔ в формулу (12) подставить функцию с	(	ߙଵߙଶ…ߙ௡),	то 
после некоторых стандартных манипуляций получим 

1 2( ... )d nt d d d = 
1
d

 
1 2 )( n  
  

1

0

d

s




  1 2( ... )2 nic s

de
   

 = 
1
d

 
1

0

d

s




  1

2

(1 )
i sd

de




…  
2

(1 )n
i sd

de


 , что и доказывает (11). 
Выделив в формуле (11) слагаемое, соответствующее s = 0, получим 

1 2( ... )d nt d d d = 
2n

d
+ 

1
d

 
1

1

d

s




  1

2

(1 )
i sd

de


 …
2

(1 )n
i sd

de


 , отсюда, используя 

известные арифметические функции, имеем 

|ܵ௡| = 1(1,2,..., )nt n ≳
12n

n



. 
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В. К. Леонтьев, Г. Л. Мовсисян, Ж. Г. Маргарян 
   

 Дизъюнктивные каналы 
 

Введено понятие дизъюнктивного канала связи, являющегося неалгебраиче-
ским комбинаторным каналом, по форме напоминающим аддитивный канал, а по 
существу отличающимся от него. Предложен способ исправления всех одиночных 
искажений, происходящих в данном канале связи. 
 

Վ. Կ. Լեոնտև, Գ. Լ. Մովսիսյան, Ժ.Գ. Մարգարյան 
 

Դիզյունկտիվ կապուղիներ 
 

        Ներմուծված են դիզյունկտիվ կապուղիներ, որոնք կոմբինատոր ոչ հանրահաշ-
վական են։ Դիզյունկտիվ կապուղիները ձևով նման են ադդիտիվ կապուղիներին, բայց 
էապես տարբերվում են նրանցից։ Բերված է այդպիսի կապուղիներում բոլոր 
սխալներն ուղղելու եղանակ։ 

 

V. K. Leontiev, G. L. Movsisyan, Zh. G. Margaryan 
 

Disjunctive Channels 
 

The article introduces the concept of a disjunctive communication channel, which 
is a non-algebra combinatorial channel, though resembling an additive channel by its 
form, but different from it by its essence. A method for correcting all single distortions 
occurring in a given communication channel is proposed. 
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