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Рассматриваю гея сигналы и изображения с финитным спектром 
Ставится задача восстановления сигнала и изображения с ограниченным по 
полосе спектром Для базиса Slant приводятся конструктивные алгоритмы 
эьбора базисных точек в задаче экстраполяции, что позволяет получить 
точное восстановление сигнала и изображения с финитным r любом базисе 
спектром.

Библиогр.: 8 назв.

Signals and images with a finite spectrum are considered. The problem of signal 
and image restoration with a band-limited spectrum is established. Constructive 
algorithms for base point selection m the extrapolation problem is given for Slant base 
and this permits to obtain the precise recovery of signals and images with a finite 
soecirum in any basis.

Ret. 8.

При передаче произвольного сигнала 1(1) дискретными 
отсчетами невозможно приближенно восстановить функцию 1(1), так 
как в .промежутках между моментами отсчета такая функция может 
вести себя как угодно принимая любые значения. Однако 
спектральные компоненты передаваемых по каналам электро- или 
радиосвязи сигналов, лежащие вне некоторой конечной полосы 
частот, не попадают в приемную аппаратуру. Таким образом, вместо 
всего разнообразия функций-сигналов можно рассматривать лишь 
сигналы с финитным спектром При этом оказывается, что если 
отсчеты сигнала 1՝(кД) (к-0,±1,±2ДЗ..... . А - определенный
интервал времени) брать не слишком редко, то возможно абсолютно 
точное восстановление сигнала на приемном конце Этот 
фундаментальный для теории передачи сигналов факт был 
обнаружен В.А. Котельниковым в 1933 году.

Непрерывная, ограниченная по полосе функция у(Г), заданная 
на финитном интервале [-Т,Г], может быть экстраполирована без 
ошибки вне этого интервала поскольку такой сигнал аналитический 
и разложение в ряд Тейлора у(Т + Д)-у(Т.1 +

-Ду'(Т)+^-у"(Т)-ь... может быть использовано для установления 
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у(1) вне [-T.TJ. Поэтому все производные на [-Т.Т] MOiyi быть 
вычислены. Данное восстановление называется аналитическим. 
Однако на практике его невозможно применять, так как 
наблюдаемые числа содержат в себе некоторый шум, а опенка 
производных - чувствительный к шумам процесс.

В [I. 2] разработаны альтернативные алгоритмы. Для сигналов 
дискретного времени аналитические свойства исчезают, и для них 
разработаны алгоритмы |3, 4] В (8| показано, что функцию с 
ограниченным в некотором ортогональном базисе спектром можно 
восстановить при помощи базисных точек. Получен аналитический 
вид функции в произвольной точке, не принадлежащей множеству 
базисных точек. Предложен метод выбора базисных точек для 
восстановления функций с финитным спектром в базисе Уолша [6].

В настоящей статье приводятся конструктивные алгоритмы 
выбора множества информативных или базисных точек для базиса 
Slant: сначала для функций от одной переменной, затем для 
функций от двух переменных.

1. Метод выбора базисных точек для восстановления 
функций от одной переменной с финитным спектром в базисе 
Slant. Пусть f(!)e R, N=2k. обозначим через f=|s)1. где [•»] - 
унитарная наклонная матрица, определенная в [7]

t=[s]*։l‘. Так как |s]'1=[s]T в силу ортогональноеги [я]. то 
f=|s|’l . Отображение I> 1՜ назовем наклонным преобразованием на 
множестве ZN-{0,1.... N-1}. teN.

Зафиксируем подмножество £2 такое, что Q =N, N’<N.
... А

Рассмотрим множество: Ви = {Г(1): f = [s]. xN I՜. ,}.
Построим рекуррентный метод определения информативных 

точек. Предположим, что в матрице |s|N JxN.. можно по выбранным 
строкам выбрать столбцы, т.е. в матрице : можно выбрать N* 
линейно независимых столбцов. 1<N'<2k'1-1 Выберем теперь N’
линейно независимых 
из матрицы :

N = 2k,

Г1 0 
К bN

столбцот

0

в матрице порядк

1 0 . о ■ 

bN

a N’x2k- г

. 2

слученной

0

0
1
, ? 0 i

0
!_

lK'2-2 0

0 1

bN '3N

I* NT 2-2

s№2

0

*№2-2

0

'n/2-2
o

0

a: = l. l\=|lP4(aN..j Г1? . as. = 2bNaN/2.
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Рассмотрим

-Ь*4 
О

5№2
1К/2 2

Случай 1. Если ......П...<Х/2, го по зафиксированным X' 
строкам невырожденной матрицы

I о О

аЕ> ____
о к-

. а։$! /0. 1\ *0ж?

выбираем №' столбцов. Покажем, что это то же самое, если по X' 
строкам матрицы [к]՝.,, выбрать Х'столбцов.

Если р. зафиксированных строках не присутствует вторая 
строка, то в обеих матрицах строки совпадают Рассмотрим случай 
когда 2

1 О

а ч Ьч.

0

сн 

аХС| | Ч՜

сМ/21

е1№2 

а^С1\/? ^кС2\/2

• • •

и\/2\/2

Здесь могут быть два варианта:
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Вариант 1. 1е£2.

- выбранная подматрица.

сч«.
;‘^си +Ь*С2]

Покажем, что строки этой подматрицы линейно независимые. 
Приравняем линейную комбинацию этих строк нулю

(Х.С + Ь с, 1+...+И с, =0. -1| \ 'И'1|

“>4,. +а2'аЛ, +1\% )+-+<։кЛ’|„.14 =”•

«!%» +а2|а№н + \сл =()
19’ Н՜ X* V

Раскрыв скобки, получим линейную комбинацию строк 
подматрицы матрицы |ч]ч строки которой линейно независимые, 
т.е. коэффициенты равны нулю Следовательно, строки 
преобразованной подматрицы также линейно независимые.

Вариант 2. I £<2

- выбранная подматрица.

подматрицы линейно независимые:Строки следующей

Рассмотрим линейную комбинацию строк выбранной 
подматрицы

■а1(еп ач 4<.-;||Ьч(+ге.с, ъ+ ,.+а>..сч =0.

а1«иА*%։Ья)+а1с1Л+ +ак,см. =0.

а։<с. ах+'с, Ьчна,с . +...+« с, = <)1 Р.М‘ “■'V *■ *21Н‘ * ։Ь՝’’!Ч"

Представим строку с с ...с в виде линейной комбинации Л| Ч; Чц'
строк матрицы
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• • • • • •

1 с՛ • - - С

с1,.^Р|с2),+Рг<;.,.|1+’"+М,к.!,- 

% =Р1%+Р^,^+-

.4 =Р1%.+Р-'С1.)К.+-+Р-1\К -

Подставим эю представление в систему уравнений <; 
теизвестн ы гл и а , а  (х
[<°!а1!։₽|+С(|Ь^С2|1+(а2+а1\.Р,>с , +«^-+«г՝.Л-Ч > =0-

(“|^Р|+а|\'‘;2|,+(а2+а1\;Р2|С,.>ц+<а!Ч'+«1аЛ’Ч 1.=°-

₽‘|У1+«1Ь№С2|51,+^2+«1аЧр2)С, , +({Ч'+К>а>Л'’%.) = »' 
21 Гч' к

Из условия линейной независимости строк подматрицы

Я* . ... с •М. Ч.|>

следует равенство нулю коэффициентов: 
[Жр, + Ьх) = о.

а.+а.а^^О.

«у+а,акРх =0.

Если (Х։==(). то а,=0..... <Х1Ч. =0. Следовательно, строки
подматрицы

Ма*% +ь*%2 4 Ь^с2?ы,.

.'итнейно независимые. Если же <х։^0, ко =0. т.е,
^=֊1^/;^. то
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Следовательно, строки выбранной подматрицы линейно 
независимые. В случае, если 0. = выбираем по К' строкам
матрицы

•ЧМ.'2 а^^О, 1\*0

5Н2 ?

К' столбцов так же. как и в ч
Случай 2. Если \/2-1<1 .....ц <?^, го по зафиксированным

строкам матрицы

-Ь>;
О

. «ц £(■). 6^*0

выбираем №' столбцов Покажем, что это то же самое если по 
строкам матрицы [ч)>; . выбрать .V столбцов, но первой строке 
соответствует вторая строка матрицы . и наоборот. Если б 
зафиксированных строках не присутствует вторая строка, то в обеих 
матрицах строки совпадают. Рассмотрим случай, когда вторая строка 
также зафиксирована

В.. -ах

СХ/2К.'2
Здесь могут быть 2 варианта.
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Вариант 1. Если первая строка зафиксирована:
С’|1|

-а., с
С'йь- 

Асп -а^с2.
V И’ - выбранная подматрица.

сс
2

Покажем, что строки этой подматрицы линейно независимые, 
смотрим их линейную комбинацию, которая равна нулю:

«Iе. . +«•’-*. АЙ|>«Л.,.=Л

а.с +а,(-Ь с.. “^2։ Н-.-+а с . =0.1 I ) - ,Х •!? IX -.1? X ’к-.Ь

Раскрыв скобки, получим линейную комбинацию строк 
подматрицы (.х]к строки которой линейно независимые. 
Следовательно, коэффициенты равны нулю. Откуда следует, что 
строки преобразованной матрицы также линейно независимые.

Вариант 2. Если первая строка не зафиксирована:

-Ькси,֊акс,)1 ... -1^с„х
выбранная подматрица.

, сч-. - %,». ]
Далее все рассуждения совпадают с доказательством, 

введенным для случая 1 варианта 2. Если |3, =--ах./Ь^, то 
гоираем по X՛՜' строкам матрицы

. а%. *0. 1\ -/-0

К'.столбцов так же. как и в [֊ч]^.,.
Случай 3. Если 1<1 .....!՛ < X/2; X /2 Ь1 < ..։ь. < X, то

первые р столбцов выбираем, как и в случае 1 Затем выбираем 
остальные (Х'-р) столбцов таким образом чтобы строке 
(№/2-н)е£2 соответствовал столбец с номером, равным номеру 
столбца, который соответствовал бы 1-й строке плюс 1М/2. Если при 
выборе первых р столбцов оказывается, что |3 = -Ьг./аГч. то 
остальные (М'-р) столбцов выбираем таким образом, чтобы строке 
(Х/2-н) соответствовал столбец с номером, равным номеру
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столбца, соответствующего ьй строке, минус Ы/2. Причем 
1 = 3....М/2. Если 1 = 1. то строке с номером (ЬЗ/2 + '| + 1)
соответствует столбец с номером, равным (М—1). минус номер 
столбца, соответствующего первой строке. Если >֊2. то строке с 
номером (К/2-н-1) соответствует столбец с номером, равным 
(\4-ii. минус номер столбца, соответствующе։ о второй строке. 
Аналогично выбираем, если [3,՜՜-Ьч/ах при 1- .1.2 Покажем, что 
выбранные таким образом столбцы линейно независимые. Пусть 

1 = 3.... \/2. Рассмотрим линейную комбинацию столбцов, которую
приравняем нулю

(х.с . +..,+а||с. , +а, +...+акх։ =0.с

<х,с +...+а с , 4-а ։с ։ +...+ач,с =0,
'|’Л 1 Ч'1р ’|0|>-|

. +ос С • 4-,. .-НУ....С- . — 0.

“'С*Н +-+а'֊см(! +и-с'кЛ..1+-+(Х-с^^- =°-
((х։+а,)с1з +...+(«ч- 1+ах-)с|(|х. , ().

1<У.( +(/. )<: 4-...-НСЦ. , •+ Ок )с • =0,

(тх.+схис. , +...+(ак. 1+аы.)с| , =().1 '-•Ъ 1„

(а.4а,)с1 ։ +..,яа^-_|+ак.)с։ ] =0.

Из первых р уравнений имеем ((/., -н/., ) = 0. ..(</ч -(/.ч )=0. 
Из остальных уравнений имеем (сх, а,)=

О...((Х;Ч.. , С/,^.1 0. Следовательно, а։=()..... (Т,х =0. Пусть !- 1.2.
Тогда
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’a .c. +a,c., +«։c. +a4c։ =0.
1| * * • (N ♦II—) (N ♦ I * — j

clc, +апс, +a,c, +a4c, =0.
‘iN+h-j] *<n + i>-i,

(*lCN/2+h, 4 tX2VN/2‘l|. +tt3CN/2M ' ftjCN/2+l “()-
1 ■

aiCN/2-*2|. 4'(X2CN72+2j, +a3CN/2*2 +a*CN/2+2 =°'
1 * fN + D-J, (N + l>-)2

(«! +a\)c1( +(a2+a.)c| =().

<(X|-(x։k ,|t +<«:֊cx4)c2j =().

<(X։ •*•(< \K’n/>4 ll( 'HCX, +(Хд )С№24|ь =()-

<(VfS)C№2+2J։ +^2-a4,CN/2>2l; =°

Из первых двух уравнений имеем а, =<7 =0 и а =а4«.<)
Если же 1 = 1, то система уравнений имеет вид
((х։ +(Х,)с|։ =0.

((Х։ — СХ։ ^'■’N/242] ~

Следовательно, а, = а֊, = 0.
Если же 1 = 2. то система уравнений имеет вид
4ou-ajc,։ =0. • “Ji

1С(? * Ct4 ~()-

Следовательно. a2=a4=U.
2. Метод выбора базисных точек для восстановления 

функций от двух переменных с финитным в базисе Slant 
спектром. Система функций наклонного преобразования является 
базисом для R՝՝, так как состоит из N ортогональных функций. Для 
пооизвольнои функции f(lrt. )€ R рассмотрим f = h|f[s| Так как 
[s|'=|s|r в силу ортогональности (s]. то I = (s|՜ fjs|՜'=|s|'1 |.s|' 

Отображение f —И назовем наклонным преобразованием на 
множестве / ={0.1. ...\ Ij. leZ Зафиксируем подмножество 

<>■ 7 -7 . <2 <>■<>, <2. / 12 / 12 N' <2

N - 2‘, Для этого множества £2 рассмотрим следующее множество

% ֊-(!•!,.< ): f(t л > -Ь!.. .. 1Ч; N К.... ;
Как показано в предыдущем пункте, функцию I H,.t. В,։

можно восстановить, имея только N’ <\” ее значении в базисных
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точках. Базисные точки выбираются по номерам 
(s)mli. теЦ, t|€Tb|, |т„ |=N' и номерам 

G4,.„.t2eT։, . |т„ | = N" пеЦ.

столбцов матрицы
строк матрицы
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