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В.С. САРКИСЯН. В.Ж. АЙРАПЕТЯН

К РЕШЕНИЮ ДВУХ ПЛОСКИХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ 
УПРУГОСТИ АНИЗОТРОПНОГО ТЕЛАԴիտարկվեյ են ուղղացծային անիղուորրւււ|իաւււվ օժտված օղակային սեկտորի տեսր ունեցող և դւանւսյխւ անի<|ոտրոս|իւսյու| օժտված ուղղանկյան տեսք ունեցող սափրի առաձգականության տեսության հարթ խնդիրներ, երբ սալերը ղտնփււմ են հավասարակշռության ւԱւճսւկոս1 եղրերի վրա ազդող ուժերի ազդեցություն տակ Խնդիրների հասար ստացված են դիֆերենցիալ հավասարումներ ն անհրաժէ^ո պայմաններ. ւուծամներր կառուցված են ըստ ներմուծված ֆիզիկական փորր պարամԽորհյփ. ցողց են տրված ւքի շարր խնդիրների լուծման ուղիներ՜

Приводится способ решения плоских задач теории упругости для 
прямолинейной ортотропной пластинки в виде кольцевого сектора и 
цилиндрически ортотропной пластинки в виде прямоугольника, находящихся в 
равновесии под действием сил. расположенных по краю. Введен малый 
Физический параметр Функция напряжений рассматриваемых задач построена 
по степеням этого параметра Получены необходимые условия и рекуррентные 
уравнения задач

Библиогр.: 5 назв.

A plane problem solving method tor theory of elasticity is proposed tor rectilinear 
orthotropic plate in the form of a ring sector and ylindric orthotropic plate- as a rectangle 
being in the equilibrium by the actions of forces located at the edge. A small physical 
parameter is introduced. The stress function of problems to be considered is stated 
according to degrees of this parameter Necessary conditions and recurrent equations 
of problems are obtained

Ref. 5.

I Рассмотрим упругую анизотропную плоскую пластинку 
постоянной толщины и виде кольценого сектора <а<г<Ь. 0<(р<(р I, 
находящуюся в равновесии под действием сил, расположенных по 
краю при этом объемные силы отсутствуют [1] Предположим, что 
материал обладает прямолинейной ортотропией, т.е. имеет три 
плоскости упругой симметрии. Совместим направления осей х и у с 
главными направлениями анизотропии. 1о|да в рассматриваемой 
задаче обобщенный закон Гука будет

1 У1’ 1 1R £‘=сс-хп՝-^_^ка՝-7՝֊=н(1) 

где Е|։Е2 - модули Юнга для растяжения (сжатия) по главным 
направлениям х и у; С» = О1? - модуль сдвига, характеризующий 
угол между главными направлениями \ и у; У, = У12 - коэффициент 
Пуассона, характеризующий сокращение в направлении у при 
растяжении (сжатии) в направлении х.

Известно, что составляющие напряжения определяются через 
функцию Эри \>(х.\) по формулам



п, =Э'\|//Эу2, ау=Э2ф/Эх2, тку = Э2ф/ЭхЭу. (2)

Здесь функция Ф(х.у) удовлетворяет дифференциальному 
уравнению

1 / 1 2у| Э‘ф 1 Э4ф
Е Эх2 УС։ Е։ ,Эх"Эу Е։ Эу4

Для определенности далее предположим, что Е։>Е?. Теперь 
легко заметить, что при этом всегда присутствует малый физический 
параметр 8 [2]

р _р
$ = Г֊֊?- (0<8<1). (4)

Б, + Е,
Для решения этой задачи целесообразно представить 

дифференциальное уравнение (3) и соответствующие граничные 
условия в полярной координатной системе (4]

Л [Ф ] + 8( В0[Ф] + В ։ [Ф )соч 2ф + В, | Ф ]сок4ф+
(5)

+ В,|ФЬн12ф + В4(Ф|.чш4ф) - О, 
или в более удобном виде:

П[Р|гТ[Р]+8{Т0[Е]+Т1(Р]соь2ф+Т4Р1сох4ф +
(6) 

+ТДР|х1п2ф+Т4[Г|чщ4ф)=0.
Здесь приняты следующие обозначения:

Ф(г.ф)= ф(гсо$ф,г.чтф). г-ае', Ф(г»ф) = е'Р(1.ф). (7)
т[ |=₽֊^+2т֊^+р~2֊:г+2Л-+1. (в)
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а для а. р и к:

а=-^—1---------•_ |-(Х = 4к8, р =С(Е,+Е.) н
3+сх

(14)

Тогда напряжения можно представить через новую функцию 
Е(1,ф) в виде

а=— — 
а՜ Эф

Э2Е Э1-

Э(

е7Э2Е ЭЕ
—*г4------.Эр Эг >

с՜' Э-’Е 

а Э(Эф

(15)

а перемещения в виде

Е|Ч-Е, ' (
и = —----- ՛-■ к, -

2аЕ,Е: к

(Э2Е к
-г-т+Е Эи- 
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4 01
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где
_ I Е1.(Е, +6(>\-՛.)
'"4՜՜ 4СйЕ(ч Е.) (18)

При помощи (15) и (!($)-( 18) можно написать соответствующие 
граничные условия О<1<1|։ <)<ф<ср։ для конкретных задач [31

Таким образом, решение- поставленной задачи сводится к 
решению дифференциального уравнения (5) или (6) в частных 
производных с переменными коэффициентами при соответствующих 
заданных граничных условиях.
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В общем случае решение рассматриваемой задачи 
представляет математически почти непреодолимые трудности.

Способ решения задачи. Решение дифференциального 
уравнения (6) представим в виде ряда, по степеням малого 
физического параметра 8;

Ри,Ф>Е11(1.(р)+8Р|(1,ф)+52Р2(1.ф)+... (19)

Тогда для определения неизвестных РДСф) получаются 
следующие рекуррентные уравнения:*

Ж, 1 = 0. ■ (20)
Т[^]=-Т<)[Е| 11-Т1[Е|_,]со.ч2ф-Т2[Р,.|]соХ4ф-

-Т։1Е|_1]мп2ф-Т.,[Р։_1].яп4ф (1>1).
Принимая во внимание (19), из (15)-(17) имеем

(ст,. О,. т,м, и. у>=£(а,,|>. а“’, т;”. и"', у"՝>8’. (22)
М

(24)
со.ч4фЭЕ.| г_ . Л , ЭР,
------------ : Р со$2ф -(51П 2ф- 2 к х։п 4ф.)—-

4 Э| Эф

г г ' ЭР . ЭР
-В Р’с1к1ф+ | ((соч2ф4-ксо.ч4ф) ——

- •* Эг Э(

Э'Р , Э2Р.
֊ксоч4ф-т—-—(х1п2ф + 2кч1п4ф)---- — ч֊

Э<р ЭиЭф

(25)

Уравнение (20) при Р=1 соответствует дифференциальному уравнению 
плоской задачи, изотропной однородной пластинки, находящейся в равновесии 
под действием сил
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-неоч2ф ксо*4('))Р1.1-нчп2ф~ 2кмп4ф)——к)ф + 
Э(р

’•1С1>х2<р֊ ксоч4(р) -Р( ! ри1ф . О0.к2...Л

причем Г .=().
'Таким образом решение плоской задачи теории упругости лая 

прямолинейной ортотропной пластинки в виде кольцевого сектора. 
Находящейся в равновесии под действием сил, сводится к решению 
рекуррентных дифференциальных уравнений (20)-(21) с учетом (22)- 
(251 при соответствующих простых граничных условиях

2. Рассмотрим упругую анизотропную плоскую пластинку 
|'Прстоянноя толщины в виде прямоугольника с размерами (а.Ь). 
находящуюся в равновесии под действием сил. расположенных по 
краю Предположим, что пластинка обладает цилиндрической 
ортотропией, причем ось анизотропии е нормальна к срединной 
плоскости пластинки. В каждой точке имеются три плоскост и 
упрут си симметрии перпендикулярные оси анизотропии все 
радиальные плоскости, проходящие через ось анизотропии и 
тангенциальные плоскости Примем полюс анизотропии за начали 
ципиндрической системы координат г.ф./., направив полярную ось \ 
произвольно в срединной плоскости (1)42)

Тогда обобщенный закон Гука будет

причем

։ ;л- । г/’т с/р опаг՝
и,֊— Ч—г֊—О,, = —- V1.

1՜ г)г Г г)ф 4| ' <)\' \ Г <)ф )

где функция напряжения определяется из дифференциального 
уравнения

I Э4Г I 2у I ат I I ЯТ 2 13’1՝
' - 'Т’------- ------------------- ” —Г —  Г *^՜------------ “ 7 "Г----------- ---------

Е,, Э1՜ (! Е г* г)т_Эф՜ Е г* т)ф Е_, т Дг

I 2у I г)Т I 1 ат |_2_ 2 
С " Е, I ■ г)гг)(р? ~ Е. г г): \е(+Ст (28)

. I Э’Г I I ()Г м
х——+ -—7֊ -0.

г' <9ф Е, г д։՛
Для решения поставленной задачи удобно представить

уравнение (28) в прямоугольных декартовых координатах:
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(29)

Выражения для операторов V՜] | и Н[ | известны [5].
Затем представим (29) в виде ряда по степеням малого 

параметра:
Ф(х.у)=Ф։|(х.у)+6Ф,(х.у)+32Ф:(х.у)+... (30)

Тогда для определения неизвестных Ф,(х.у) получим 
следующие рекуррентные уравнения:

сХ7[Ф,]=—Н[Ф, .]. (1 = 0.1.2....). (Ф ,=(). Н|Ф ,] = ()). (31)
Далее, принимая во внимание (30). можно установить, что

(«։.а).тч,.и.у> = ^<с. . и"՝. у,,!)8'.
И

где

(32.

(33)

Е, *• Е» г х у'(I к,) Э~Ф । у2(уЧк|Х՜ )Э Ф,-| 

Е, Е„ ‘ (х ՛ + у ’ )՝ Эх * (х ’ + у * )* Эу
(34)

ху(2у՜ +кгх՜ - к,у') Э Ф, 1 
(х'+у՜)’ ЭхЭу

с1х + Ну),

V ЭФ, | ГЭ’Ф.
V —I.—1+—Г—

Е, Эу 11... Эх՜

Е, + Е^ г у (кх '-у՜' I Э'ФН х у *(1 + к) Э Ф, ।
Е.Е^ •* (х:+у:)3 Эх՜’ (х2+у?): Эу:

ху ( 2у՜ ֊ к х + ку 1Э’ Ф^ 

(х2-ьу)՝ ЭхЭу

*
Оу ֊» ф(х). (| = 0.1.2.

ЕдЕг֊2\',С֊2С) , 
причем Рк, -—։------------------------ . Ф =0

С(Е,+Е9)
1аким образом, решение плоской задачи теории упругое։и для

цилиндрически ортотропной пластинки в виде прямоугольника, 
находящейся в равновесии под действием сил, также сводится к 
решению рекуррентных дифференциальных уравнений (31) с учетом 
(32)-(35) при соответствующих граничных условиях.

Необходимо отметить, что. принимая во внимание теоремы 
вложения С. Л Соболева, а также некоторые априорные опенки и
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результаты (2, 4). доказывается, что существует решение 
рассматриваемой краевой задачи в виде (19) (или (30) для второй 
задачи) причем при 6 <5.. (8։| - некоторая известная постоянная) 
ряд (19) и ряды производных по г и <р (или по х и у для второй 

задачи) до вюрых порядков сходятся равномерно в замкнутой £2 
области, ряды третьих производных (19) по г и ф (или по х и у) 
сходятся в любом пространстве Ьр(£2) (р>1). а ряды четвертых 

Производных сходятся в Ь2(Р). При решении конкретных 
практических задач обычно ограничиваются вторым или третьим 
приближением решения рассматриваемых краевых задач.
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УДК 539.214 МЕХАНИКА

Г.Л. ПЕТРОСЯН

О РАБОТЕ ПЛАСТИЧЕСКИХ ДЕФОРМАЦИЙ ПОРИСТЫХ 
МАТЕРИАЛОВԻրական ծակոտկեն նյութերի պ(ւսսսփկռւթյան տեսությաս ս պղնձի փոշուց պասւրաստկած եոակայված ղւանաձև նմուշների սեղմմամբ փորձարկման տւիւպների 1փււսու ւ|րա մշակված է ծակոտկեն նյութերի «ււաաոիկ ւ|եֆւ։րսւսցաս1ւ Ափէ| աշխասոսնրի և նրա րաոադրիչների որոշման մեթափկան *>1լւսէոո|ւ1| ղեֆորմացման ձևափոխման 1ւ ծւսվսւ|ի փոփոխության աշ|սատանրներր. ինչպես նաև որակապեււ գնաևւաուխւ են նրանց մԽնսթյոյնները:

На основе зависимостей теории пластичности реальных пористых 
материалов и данных испытания на сжатие спеченных цилиндрических 
образцов из медного порошка разработана методика определения полной 
работы пластических деформаций пористых материалов и ее составляющих
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