
определить те задачи, для которых теория Кирхгофа достаточна, а 
также задачи, для которых уточнения необходимы.
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УДК 539.3 МЕХАНИКА

Л.А. АГАЛОВЯН

АСИМПТОТИКА СОБСТВЕННЫХ И ВЫНУЖДЕННЫХ 
КОЛЕБАНИЙ АНИЗОТРОПНЫХ БАЛОК И ПЛАСТИН

Աւփմս[տոտի11 մեթորյով հատոատվսւծ են ւււէւիղոտրուկ հեծան շերտերի և սափրի 
սեփական ու աււ|ւպողսւ1|Աւն տատանումների հաճախությունները և ամււ|լիՄւո։ւ|ներր: 
Արտածված են բանաձևեր ւաոումնՒ.բ|ւ տեն<ււ։|փ ն տեղափոխման վեկտորի բարւսղ|ւի՝էւե|ւի 
որոշման համար Սահմանված են ոևղոնանսի առաջացման պայմաններս:

Асимптотическим методом установлены частоты и амплитуды 
собственных и вынужденных колебаний анизотропных балок-полос и пластин 
Выведены формулы для вычисления компонентов гейзера напряжений и 
вектора перемещения. Установлены, условия возникновения резонанса.

Библиогр.: 6 назв.

Frequencies and amplitudes of natural and forced vibrations in anisotropic beam­
layers and plates are established by the asymptotic method. The formulas for 
calculating the components of the stress tensor and displacement vector are deduced. 
The conditions of resonance emergence are staled.

Ref. 6.

Для определения частот и форм собственных колебаний 
анизотропных балок-полос U = ((x.y):х «=[(),/1, |у|<11> требуется найти 

решение системы динамических уравнений теории упругости 
анизотропного тела
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Эо. Эст,у _ Э~и Эа, Эо<у _ Уу
Эх Эу 1 Э(' ’ Эу Эх Р Эг

Эи Эу
— = а1,ах+а12су+а16ачу. — =аГ2сч +а,,ох +а26п,у. (1)

Эи Эу
= + а2б<Ма«՝СТ»У’

Эу Эх 

где - коэффициенты упругости: р - плотность слоя, 

при граничных условиях; и(±И)=0, у(±Ь) = 0, (2)
%.(Ь) = ау(11)=(Х и(֊Ь) = у(-Ь) = 0. (3)

представляющих наибольший интерес, в частности, для 
сейсмостойкого строительства.

Решение сформулированной задачи будем искать в виде
ах=о ({х,у)еЛ\ о =ар(х,у)с“*. =о,2(х.у)е""',

(4)
и(х.у.1) = и,(х.у )сия, У(Х.у.и- V,(х.у)с1։1’։.

Подставив (4) в (1) и переходя к безразмерным переменным 
С“Х/՛'. С-у/И и безразмерным перемещениям и = ц)//՝. =

получим сингулярно возмущенную малым параметром е֊11// 
систему [I], решение которой складывается из решений внутренней 
задачи и пограничного слоя. Для данного класса задач пограничный 
слой не влияет на частоты собственных колебаний [2]. Последние 
определяются из решения внутренней задачи, уравнения которой 
после вышеуказанных преобразований принимают вид

Э(5|| _1 2,
~г+с -(о:и = О,

Э^ <)(-,

Эа1? _։ Эа„ _■» 2ч, м
_^+Е <+Е֊ш;У = 0.

эи
-■р -анС’и +а1.,<?22 +а|6<7Н’

.,эу_ (5)
} Гг ~ а։2^1 • 1 ‘*22^22 -^а2б(^|1 •

к,

֊,эи эу , . ,Е Чг+^-а,«о„+а»а..+аи.ац, со:=ры2Ьг .э? э^
Решение системы (5) имеет асимптотику
9.1;=^^, Х = (Ж (6)

где р.|. - любая из искомых величин.

Для напряжений а для перемещений Х„ =0. После
подстановки (6) в (5) получаем систему относительно неизвестных 
коэффициентов разложения Для ортотропной полосы
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(а։<,=а,6=0) решение этой системы можно выразить 

компоненты вектора перемещения и(0, V 0 по формулам

через

п ■1 R... I рУ,։,
а.։ )А К

___ !_( а,г ЭУ,„
II.» ~ . лгА 22 3^, ЭС

эо.-,.
(7)

Ац ~(аца22 а։2)/а.|, А22 — (а.-Пт) а1>)^а22՛

Функции же определяются из уравнений

ЭЮ.. 2 Э2У,л , ,-тр7֊та^со;иш = К113_։, —-1- + А11(о;У,м> = Я^|. (8)
Эс Эс

где И։1, !■ НУЛ_։ - известные функции, отличные от нуля, при х>1.

Частоты собственных колебаний определяются из уравнений 
для исходного приближения 5=0. Решив уравнения (8). по (7) 
вычисляются напряжения. Удовлетворив условиям (2) или (3), 
вычисляем частоты и формы собственных колебаний Первому из 
уравнений (8) соответствуют сдвиговые, а второму - продольные 
собственные колебания. Условиям (2) соответствуют частоты

со:.-
ЯП 'Ск, _ 7ГП 

2Й\|-р_~2ЬЧ пеИ.

лп ‘Е, ттп 

2ЦР(1-у12у21) 211 р
ne.NI.

(9)

где известная скорость распространения сейсмических сдвиговых 

волн; ур - скорость распространения продольных волн в плас 1 ине.

Условиям (3) соответствуют следующие частоты собственных 
колебаний:

Ю‘а=-~(2п-гГ)Уе < = -^-(2п+1)У|Р ПС1\ . (10)
411 4п

Для полосы с общей в своей плоскости анизотропией 
(аи.*0, а2(>*0) решение системы относительно 01։ при 5 = 0

можно выразить через функцию перемещений Фо по формулам

и - л " Ф|! 
и«»֊А1б ՝ Ац ^2 4 (А1;А,7, А6)(о. Фо,

(11)

(а||а>6 а|.’а|б )'■ а|Г ‘^66 ~(апа։л * а1б)/а1Г

Функция Ф|։ определяется из уравнения
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г) ф . Э*ФЛ 1 »
—+со: (А,, + Ам)—#+0).(А,, - А ՛,. >Ф„ = О (12)

"4՜
Решив уравнение (12). вычислив компоненты гёнзбй 

напряжений и вектора перемещения, а также удовлетворив 
граничным условиям (2) или (3). получим уравнения частот. 
Выясняется, что хотя в полосе возникает два типа собственн!
колебаний, они не являются чисто сдвиговыми и чисто продольными,
Например, условиям (3) соответствуют частоты )3)

। Л(2п + 1) о» =----------- ,
4Ь[5,Л/р

ы„ _ п(2п 1-1) 
4Ь|Кур '

П€ № . (13)

где
Р, =~7ч ^А|(+Аг/,- х

\ ֊
I !-------------------- 1------------------Г'՜՜". "4’

Р - — \ А,, + Л,Л + у/( А,, -А,л) +4Л16.

Асимптотика (4). (6) остается в силе также для слоистых полос 
В ортотропных двухслойных полосах-балках также возникают 
сдвиговые и продольные собственные колебания, однако, в отличие 
от однослойной полосы, нет явной связи между частотами и 
скоростями распространения сейсмических сдвиговых и продольных 
волн [4]

В ортотропных пластинах толщиной 21т смешанными 
граничными условиями

о,,=оч.=а . =0 при г=Ь, и = у = \у=0 при г = ֊1» (15)
порождаются две группы собственных сдвиговых колебаний с 
частотами

ш7=А(2п + 1) < = -^(2,^1)'^.  ̂ (16).

4Ь \ р 41т \ р
и продольные колебания с частотами

<1)!>-Ч2п-Нк —---------------------------- .
4Ь \ р 1֊У,,У,,-У„(У1;У...+У,..)-У,.(У֊.,У11+У,։)

Рассмотрим вынужденные колебания ортотропной полосы, 
вызванные сообщаемыми кромке у = -Ь перемещениями, 
гармонически меняющимися во времени:

и(֊11)=и'(^)ехр(|£1О. \(-1ц = чи(^1схр(И2։). (18)
Решение динамических уравнений (1) для ортотропной полосы 

будем искать в виде (4} с той лишь разницей, что вместо (О 
следует положить 12 Снова получим систему типа (5), где 

(О. р£2 11՜ Решение этой системы будем искать в виде (6). Оно 
выражается через функции 1' . V ч| по формулам (7). Функции

V,, определяются из уравнений (8). где
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А 26 д V{.*-!> + *>66 I -

А|։ А„ Эс

Решением неоднородной системы (8) является

-к/.

где кц1, У','* - общие решения однородных, а СГ*՛. Х-Ч'* - частные 

решения неоднородных уравнений (8).
После определения решения (20) по формулам (7) 

вычисляются компоненты тензора напряжений, затем 
удовлетворяются условия (18) и граничные условия при у—11. Пусть 
поверхность у=И свободна:

С^.(Ь)=О, оу(1т)=0. (21)
Решением задачи является

и. -[(и' ֊ и՛;' Сс,-1) >«»<.>. I - О -
со.ч2(0 . 1

V,.,=——ц֊=[( ֊ №%,-1 ^(1-0-
сояЗсо.-у А|։ 1

,֊֊ {22)
_л_и ^п(0.;а՜ < 1+о]+у;ч.О.

где
11 йВ.жд^1, 

*>м. Я м« Г'Ч

€4.0=֊- 
А,, »•

а,?Эик.„
а11

(23)

= и ՛.;:՛• ’֊'/ ’ ՝ <4։- ֊;. < '=й, *>б.
Входящие в решение (22) частные решения 1’г՜'. V',՝' 

уравнений (8) несложно найти, поскольку в правые части этих 
уравнений будут входить линейные комбинации тригонометрических 
функций.
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Решение (6) (22) будет конечным, если 
со*2ш. * О. со*2(0.-у/Л,) * 0. т.с.

£2*—(2п + I1 = — (2п + 1)у,,
4 к \ р 4Ь

(24)

Й* —(2п + I)- —!—= = — (2п ь!) I------ ---------= —(2п
41։ \рАц 4Ь 41։

Правые части соотношений (24), согласно (Ю). совпадают со 
значениями частот собственных колебаний полосы Следовательно.
при совпадении частоты £2 вынуждающего воздействия с частотами 
собственных колебаний произойдет резонанс. Диапазон изменения 
частот сейсмических воздействий при сильных землетрясениях 
известен (5]. поэтому необходимо таким образом подобрать 
параметры полосы (основания, фундамента), чтобы избежать 
резонанса Отправным пунктом для этого могут служить формулы 
(10). (24) для частот

В заключение отметим, что асимптотическим методом, 
изложенным выше и в [6) могут быть рассмотрены собственные и 
вынужденные колебания и при иных граничных условиях, а также 
пространственные колебания анизотропных пластин
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