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В рамках линейной теории электроупругости исследовано напряженное 
состояние находящегося в условиях продольного сдвига кусочно-однородною 
<лмна при различных граничных условиях. Получены решения для 
зс.'цггтотического поведения характеристик связанных полей в окрестности 
•рая поверхности контакта составного клина

Ил. 2 Библиогр. 13 наз8

On the limits от linear theory of electroelaslisity a stressed state о I a piece- 
htxnogeneous wedge, which is in the condition ol a longitudinal shear with various 
boundary conditions is considered. The solutions tor asymptotic behavior of connected 
fold characteristics in the vicinity o( the contact surface edge in a composite wedge are 
obtained.

142. Ref. 13.

В настоящее время большое внимание уделяется исследованию 
особенностей электромеханических полей в однородных 
пьезоэлектрических средах, имеющих трещины или угловые точки 
П-31

Рис. 1

В предлагаемой работе 
исследуется влияние связанности 
электрических и механических 
полей на поведение упругих 
напряжений и напряженности 
электрического поля в окрестности 
края՝ поверхности контакта 
кусочно-однородного призма гк 
ческого тела, находящегося в 
условиях продольного сдвига. 
Составное призматическое тело с 
поперечным сечением в виде 
кусочно-однородного клина (рис. 1) 
изготовлено из пьезоматериалов 
класса 4 шт. 6 тпт и т.д с 
различны м и электр о упруги ми 
свойствами |4|. Главная ось 
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симметрии пьезоматериала (ось г) перпендикулярна поперечном՛, 
сечению составного тела и проходит через вершину клина. Так как в 
состоянии продольного сдвига на каждой грани составного 
призматического шла задается только по одному механическому м 
электрическому граничному условию, го возможно всего десять 
различных электромеханических граничных условий, которые вместе^ 
с системой уравнений

Ди =0, АФ =0 (] = 1.2). II)

описывающей элекгроупругое равновесие [4], составляют десято՛, 
граничных задач электроупругости для такого тела. В (1) и։(г.6) я 

упругое перемещение в направлении оси х; Ф (г.0) - потенций!1 

электростатическою тюля. А - двумерный оператор Лапласа в по*» 
лярных координатах.

Отнесем к первой группе три краевые задачи, в которых/ 
электрические граничные условия заданы в виде потенциала

ФДг.О,}=х|Г,(г). Ф,(г.-02)=у,(г). (2)
а механические граничные условия следующие

1) на гранях призматического тела заданы упругие 
перемещения:

и։(г,0()~Г։(г). и2(г. 0-) = Г,(г); (3)
2) на гранях призматического тела заданы упругие напряжения 

т»;(г. О|)=ф|(г)г т£(г, -02)=ф,(г):

3) на одной грани задано упругое перемещение, а на другой - 
упругое напряжение/

0,(140, ) = Г,(г). г£(г. -0ч)=ф,(г). (Я

Обозначим эти задачи через 11 1-2, 1-3 соответственно.
Ко второй группе отнесем те три задачи, в который 

электрические граничные условия заданы в виде индукции:
1):;՝(г.0()=о. п;;'(г.֊е: 1=-о. (6)

а механические условия те же что и в первой группе (задачи П-1. 
11-2. 11-3)

В третьей группе задач электрические граничные /слоем: 
следующие:

Ф|(г,0|)=ф,(г):. Г);,- (г.֊0. )=().
а механические условия те же, что и в первой группе (задачи Ш-1.: 
Ш-2. Ш-3). К этой группе отнесем еще одну задачу со следующим»’ 
электромеханическими условиями (задача Ш-4):

И|1Г.0|) = Г|(г), П-'(г.0|) = 0- Х^(г֊02)^<р2(гХ
(°1 

Ф.(г. О2) = ф2(г1.
Во всех перечисленных задачах принимается идеальный 

электромеханический контакт на поверхности раздела разнородны՝, 
сред 0 = 0.

и <■ I.<))֊и.(г.0). Ф.<г.0)=Ф,(гД)>, т;.';(гЛ>)-- г„;'(г.О),
|9)

14"(г.0)=1>;1-1(г.()к
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Необходимость изучения эффектов взаимодействия 
механических и электрических полей продиктована тем, что в 
Современней технике широко применяются функциональные 
Цементы, изготовленные из высокоэффективных пьезоматериалов 
|5|. Однако методы расчета таких элементов о одномерной 
постановке весьма приближенны, а предложенный в |6] численно֊ 
аналитический метод расчета в двумерной посгановке, 
пимменительно к пьезоэлектрическим трансформаторам, не может 
обеспечить необходимую точность из-за невыделенпости 
асимптотических поведений решений вблизи края поверхности 
контакта секции возбуждения и генераторной секции

Краевые задачи первой группы решены методом интегрально! о 
преобразования Мелина в [7-8] В {9] получено асимптотическое 
решение задачи 111-4. Показано, чго связанность механических и 
электрических, полей оказывает сильное влияние на поведение 
упругих напряжений и напряженности электрического поля в 
Окрестности края поверхности контакта кусочно-однородного тела.

В данной работе с помощью местного решения исследованы 
задачи второй и третьей групп. Получены решения для 
асимптотического поведения упру! их напряжений и напряженности 
электрического поля в окрестности угловой точки составного клина и 
сопоставлены некоторые результаты с уже известными

Методом разделения переменных для решения уравнений (1) 
находим

и.(г,0) = 1А(А|сочЛО+ В $1пА9).
(Ю) 

Ф ((г.(В = г'՜ (К ։ со$л9 +1), ч! п л0).

где Л - произвольный параметр, А..В,.К .1՜) - неизвестные 

постоянные.
Используя уравнения состояния

0 = 1.2).
■ О!1"=е|,1'у‘','+£|Е;,''. (11)

7^=Эи,/1йо. 7:; =йи։/;)г, Е^-ЭФ/гЭе, е’^-эф./Эг

|тде г,.. 7^. у„ - компоненты упругих напряжений и 

деформаций; 1\, Г)։. Е,։. Е. - компоненты векторов электрической 

индукции и напряженности электрического поля; модуль 

упругости: е.5 - пьезомодуль: г - диэлектрическая проницаемость) и 
удовлетворяя гранично-контактным условиям (З)-(б), (9) и (3}-(5). 
|7), (9), для определения неизвестных постоянных в каждой задаче 
получаем систему линейных уравнений. Из условия существования 
нетривиальных решений этих систем вытекают следующие уравнения 
относительно к (индекс при Д означает группу и номер данной 
задачи):

А,..=(54-у։8 )($4-у28_) = 0. (12)
Д։, ?=<5.֊у։5.)(8.+у,$.)-0. (13)

А„, )(С.-у2С )=0. ' (14) 
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где Տ ֊sinA(0։ ±ft,1. C = cos>uG i ft.). a. =a • I. E =8±l. 

C. l'±l. a, -- Cj'/e',?/Ujt'r “՜Հյ/Հ՛ *-•-£,/£,. C֊C. ,7Հ\'. 
у, и у. - корни квадратного уравнения

I?, f : а Г ֊ՀԽ„լհս 1} • (а Е ra(>cf)=ffiձ, ^l։i.S,-a.S.)(8.Sr5.S )+р։,(С.֊С ր’ = Ա.ձ„ , ֊Ա\Տ.-f Տ K8S.-S.S ) + |3,։(С.֊С )-=(). (161
где б-а(|-.i.,)/(а£-га(|е*՝). 0 = £<I та,()/(а£ га(1е'6,=Й±1.

|$i : ֊ аде-որ/(I+а„). |L, =аДе-ЕУ/(I +a, Լ Տձ = Ց±1:ձր ։=1Հ.Տ.4-Տ )4-|J„(V.S44-V_S )(С_-С_) = 0. (17.ճա ւ=(ԼՏ ՎՏ )(C -I-C )ր!Հ tV.S. I V Տ. )(C -Cj = 0, (18 

где ւ=1/8. v = aiaE4ace՛ )/(а гаое(2а-c)). l^.-aOv.

C-l/շ. v--E(a£+aoe )/(£ +а„е(2Е-с)). ի(|-ւ?է/\Հ ձ\|||1“(;ւ.Տ.-;ւ S К.П.С. -р С S. re Տ 1(С С )•=(). (19| 

֊\ո (r,S, ։S.i(|iC u C ) p.pc S. • e S )(C.-C.)-(). <:

где ti-(u + n0e 1/(1+a ,). p = (ЕГа, c)/(I l-a,,(5 (-։։0(e֊E)/(l+aj.
0,у=аДе ;»i/< I t a;i), ii. =p±l. p - pzl.

Дня сравнения здесь приведены также соответствующие ур 
нения задач первой группы [7-8] При конкретных знамен: 
1араме1|)ов 0,. а. Е. е и а, уравнения (12)-(20) имеют бесконен։

множество физически допустимых корней А,, (пт кото{
могут быть пронумерованы по порядку возрастания 
действительных частей (OcReA. <ReX,<..J [10|.

Упру։ се перемещение и потенциал электростатического поли 
окрестности края поверхности контакта представляются в ви, 
суммы

и,(г.Ш=У|' (Л,, cos л 0+B- sinX. Օ՜ւ Հ ‘ 114 >' |lll П
■л... >'
„ х .... (2։

<1>1г.Н)=5 г (К cos/ 0 • D sinA 0).
Հ֊ - Г* ։И III» *1

)
де суммирование распространяется на все положительные кор 

уравнений (12} - (20).
На основании (II) и (2т) заключаем, что в окрестности краг 

поверхности контакта соединения Характеристики электроупруп 
поля (упругие напряжения и компоненты вектора электричес 
индукции) обращаются н нуль при ReA. >1 (маломапряжен! 

состояние) и в бесконечность при RcX <1 (конченграцион! 

состояние). 8 случае RcX։֊l характеристики электроупругсг ՝ п 
в окрестное՜и угловой точки конечны и вообще типичны от н 
(предельное состояние) Следовательно, исследование поведе 
электромеханического поля у края поверхности контакта кусоч
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I однородного тела приводится к отысканию корней с наименьшей 
действительной частью уравнений (12)-{20) в Зависимое! и от 
параметров В , а. е. е и а„.

Прежде всего отметим, что при отсутствии пьезоэффекта 
|<=П' рассмотренные выше связанные задачи элекщоупругости 

распадаются на две независимые задачи- упругую и 
?пр/тростатическу.‘о. при этом каждое уравнение из (12)-(20) 

| принимает вид Д,.:А =0. где Дуп-0 определяет поведение 

упругих напряжений в соответствующей механической задаче, а 
А.=й поведение компонентов вектора электрической индукции в 
электростатической задаче ЦО. И .

Полагая в уравнениях <12)-(20) и֊г = е֊1 (случаи однородного 
тепа), легко показать, что во всех задачах действительная часть 

| первого корня не зависит от материальных констант 

пьезоэлектрической среды и совпадает с таковым для случая 
изотропного линейно-упругого тела. Между тем. в 12| при 

■ рассмотрении этого же вопроса для задачи 111-4 был получен 
неточный результат, приведший к противоположному заключению. 

। Правильный результат для этого частного случая был получен 
позднее о [3]. Из (12)-(20) следует также, что уравнение (13) 

| получается из (12) заменой у на у\ а уравнения (16). (18) и 

1201 из (15), (17) и (19) соответственно заменой а на Е.

С целью выявления 
основных закономерностей 
воз н икно вен ия м ало на .՛ । р я 
женкого состояния или 
сильной концентрации ха­
рактеристик эяек।роупру- 
того поля в окрестности 
края поверхности контакта 
кусочно-однородно! о приз­
матического тела, изго­
товленного из пьезомате­
риалов ЦТС-4 и Сс18 (131 "л 
ЭВМ определены первые 
корни уравнений (13;. (1-1 
(16), (18)-(20) в зависи­
мости от углов растворов 
однородных клиньев 0 и 

9,. 0. построены предельные 

малонапряженности (Кел >1) 
(КеХ։<1). Точки области 

малонапряженности и начало координат лежат на одной сторони 
соответствующей предельной кривой (10]. Для сравнения приведены 
тз»же предельные кривые электроупругих напряжений для уравнений 

II (13) и (14) в случае отсутствия пьезоэффекта (кривые 11֊2упр и 
| (111-Зупр) (рис. 21, Из приведенных кривых следует, чю связанность 

Рис. 2

6:. Из условия КеХ։=! на плоскости 

ммвые (рис.2), разделяющие области 

и концентрационного состояния



электрических и механических нолей оказывает существенное 
влияние на размеры области малонапрйженности и сильной 
концентрации и дает возможность регулирования поведения 
характеристик элёктроупругого поля в окрестности края поверхности 
контакта составного тела в нужном направлении.

1аким образом, получены решения для асимптотического 
поведения характеристик связанных полей в окрестности угловой 
точки (21) которые могут быть использованы при построении более 
точных аналитических и численных решений. Область возможных 
применений результатов данной работы и предшествующих 
исследований достаточно обширна |4-?|.
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