
линейно восстанавливающей силой [!] При увеличении нагрузки а .то* 
не ОВ* изменение относительного перемещении элемента 3 будет следо
вать пи стрелкам сплошной линии и срыв колебаний произойдет в точ
ках В:. В(. л В.. В. соответственно. При уменьшении амплитуды колсба 
нип внешней нагрузки изменение относи тельного перемещения элемен 
та > бх тет следовать по стрелкам пунктирной тлини и срыв колебанн, 
пром-.ойдет в точках В?. В- и В„. В\. Срывы колебаний в окрестности »ука 
данных точек были обнаружены также экспериментально.

Таким образом, решение системы |2) показывает существенно 
влияние нелинейной восстанавливающей силы на срывы и последующи 
переходы в новое стационарное состояние элемента 3 при внешнем воз 
мушеннн на фиксированных частотах. Аналогичные юны устойчивое! 
и неустойчивости были наблюдены при исследования колсбательиог 
еос'г-.>ягпи| элемента 2 У ки миныс реп л „т.н ы были in no.ii. юваны дд: 
оптимального выбора жесткостей конструктивных элементов лсин.хро) 
иых •шпинелей серин АП.
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Свободные колебания перекрытий, представляющих квадратные 
пластины со свободными концами и опираютлхея на точечные опоры, 
рассмотрены в работах [1. 2]. Указанные ։адачи обычно исследуются 
применением приближенных методов- Ритца, Галеркииа. конечных 
разностей, конечных элементов и др. Одним из наиболее удобных в вы
числительном отношении и возможностей решения задач с сложными 
граничными условиями является метод, основанный на |римснсни-и 
уравнений Лагранжа в сочетании с использованием условии связи, учи
тываемых с помощью множителей Лагранжа |2| . В работе [2] этим 
методом получены значения частот симметричных вертикальных коле
баний квадратных пластин в случае, кома четыре симметричные жест
кие опоры находятся на щагоналях.

Ниже, используя методику применения множителей Лагранжа, 
исследованы свободные колебания пластин с точечными опорами. Рас
смотрены следующие вопросы: а) получение зависимостей первых час 
гот колебаний квадратных пластин с свободными концами от коорди
нат произвольно-симметрично расположенных точечных опор. Опреде
ление локальных и абсолютных экстремумов основных частот свобод
ных колебаний в зависимости <л расположения опор: б) исследование 
свободных колебаний пластин с точечными опорами, имеющих симмет
ричные квадратные отверстия.

Определение частот свободных колебаний пластин перекрытий с 
।очечными опорами представляет интерес с точки зрения разработки 
методов динамического или сейсмического расчета, в которых использу
ются разложения по собственным формам колебании. Несколько от
личная от рассматриваемой методика определения частоты основного 
тона свободных колебаний шарнирно-опертых пластин с отверсгвия.ми 
представлена в [3, 4|. Рассмотрим свободные колебания пластины, ки- 
нематнческая энергия которой равна

где > - масса единицы площади, а, И размеры пластины в плане, 
1Г(д, у, /) —перемещение пластины, которое принимается в виде

1Г(х. у. ()= у), (2)
и. ֊11

где у) — форма колебаний пластинки без внешних связей, 

цп (О ~ обобщенная координата. Интегрирование производится по 
всей площади пластинки, а если имеется отверстие, то его исключают 



при этом. Подставляя (2) в (1) и учитывая ортонормнрованность 
принятых функций ?,(х. у), получаем

(—У ՝1’- а л,’= Г Г у)</л«/у. (3)

2 жТо\ сП / ? Л
-6 1 3

Потенциальная энергия пластины, учитывая ортонорм и рованность՜ 
функций >„(•<. у), представляется в виде

П-(“>
2 п-0

Так как пластика оперта в отдельных точках, то функция 1Г(х. у) 
должна удовлетворить условиям

« 1՝ . У.) V У.» 1 ?.(<)?»,=/* 0. (5)
а—0 /г-.О

А = I. 2........ А.

Составляем функцию Лагранжа /.

£ = А'-П+ !>*/>. (6)
л- 1

где >1 — множеств** Лагранжа, а уравнения Лагранжа имеют вид [2|

дд °Ча
(7)

— =0. г =1,2........ .V.

Совместно решая (3) — (7). получаем

-■И. 1:'.?». = 0. /, = 0. (8)

»-։
Та:- . < имей место гармонические колебания с частотой ю. го можно 
прин чт и. что

следователь ни,

Подставляя во второе уравнение (8). получаем

- "• (՛' — УЦ
1-1 п—« ” I ' л

!, 2........ /?.
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Приравнивая определитель, составленный из коэффициентов / . к 
нулю, уравнение частот получаем в виде

|СЛ| = 0. Л, г-=1,2........ R. (12)

(2 помощью (12) определены собственные частоты симметричных коле
баний квадратной пластины, опирающейся на четыре жестки-.- поры 
(из-за симметричности задачи R = 1). Формы колебаний фп и безразмер
ные частоты (й,я свободной пластины имеют вид [2]

у) ~ 1, —֊֊ <~ V •
2 а 2

оп 5 /~п*» (X, у) --= Г7(у) - Л'3 (X), -= | / А.,

1 V I °з о < 77Ф<иу)=Гиу)4.Л'5(х), у’ и>‘ = -^-р

М*. У) — КДу)Х(х),

-Х։(х) = 0,9913со§2/г, —~0,131б9сй2/?..—• =-^-1
■ а ՛ а а2 I т

Используя условия (13), определяем значения Л1<։, И;, АГ., -Иг-„ а 
затем и частоты свободных колебаний из уравнения |С։| = 0. На 
рис. 1, 2 показаны зависимости безразмерной частоты основного тока

колебаний квадратной пластины /5֊ю ։ а~ от координат точечной

хе У.
опоры и "о ՜ ' РаФики построены на основании результа

тов, полученных при учете в формуле (11) четырех членов |.\ 4).
Чтобы показать скорость сходимости результатов, получены также 
частоты для случая .\’ = 2 и 3, которые подтверждают это положе
ние при Л'=3 и Л’=4 и указывают на удовлетворительную точность 
полученных результатов. Из ряс. I, 2 следует также, что частота основ
ного тона колебаний имеет максимум в зависимости от координат опор, 
которые можно определить аналитически. С учетом юлько 1нух форм 
Л' = 2 из (12) можно получит:-» частоту колебаний, имеющий вид

1
«> = 23,9:1 + 1»0176[г¥։(х.)+Га(уЛ2} ' . (14)

Условия экстремума —֊ — 0, ~^֊ ~ 0 приводят к следующему 

результату: Л\(х.)=0 при х . — у.. Таким образом, в первом при
ближении получено, что максимум частоты имеет место п случае, 
когда опоры находятся на диагонали, а координата опоры совпадает 
С нулевой точкой, принятой кривой Л'2(х) (13). Уточнение этого ре
зультата получается увеличением количества учитываемых форм ко
лебаний. При Л* = 4 получено, что максимумы частоты при
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——= 0. 0,1. 0.2. 0,3, 0,4 и 0,5 соответствуют ֊' = 0.255, 0,!
0,5а ' 0.5а

0.27, 0.28, 0.29 и 0,34. а абсолютный максимум соответствует слу

Р?к Зависим чти безразмерной частоты основного тона пластины от
। -՝>координат точечной опоры |- 0. 0.1 к 0.2 .

58



Теперь рассмотрим колебания квадратной пластины, опирающей на 
точечные опоры и имеющей квадратное симметричное отверстие. Часто 
ты колебании в этом случае определяются с помощью топ же формулы 
(1$), но выражение М։1. входящее в (3), определяется

(15)

где 2х . 2у. — размеры отверстия. Вычислены и на рис. 3 построены 
зависимости безразмерных частот пластины от координат опор (при

.֊ - у,.) при различных размерах отверстий. Во всех рассмотренных 
случаях наличие отверстия приводит к уменьшению основной ча
стоты по сравнению со случаем сплошной пластины. Степень умень
шения частоты зависит как о г размера отверстия, так и места распо
ложения точечных опор. Так. например, при координатах < пор

У х У'с =-- 0,3 и размерах отверстии -- =0.1, 0.2 и
0,5а 0,5а 0,5а 0,5а
0,25 безразмерная частота уменьшается соответственно на 0.4՛ 2,2

и 3.5" 0. а при —— - — - 0,5 и —— = —=>>,1, 0,2 и 0.25— 
0,5а 0.5а 0,5а 0,5а

4,3%. 21" о » 28^.0-

Ряс. 3. Зависимости безразмерной частоты основного тола пластины, 
имеющей квадратное отверстие, от координаты точечной опоры.
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Гаким образом, предложенный ранее в (2] метод, основанным из 
применении уравнений и множителей Лагранжа, распространен и на слу
чай наличия отверстий и перекрытии. Исследованы зависимости частот 
вертикальных «колебаний перекрытий ст расположения точечных опор к 
размеров отверстий. Полученные результаты могут быть применены при 
динамическом и сейсмическом расчетах сооружений промышленного. об
щественного или другого назначения, имеющих безбалочные перекры
тия без внешних стен для опирания.
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СТРОИТЕЛЬНЫЕ КОНСТРУКЦИИ

УДК 62 ‘ 1’7 | 133.046 3

1 А ГЕНИЕВ. \.'Р МИНАСЯН

О ФОРМАХ ПОТЕРИ УСТОЙЧИВОСТИ ФИЗИЧЕСКИ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК ПРИ 

ДВИЖЕНИИ В НИХ ПОТОКА ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА

Для "'слпндричсскпх оболочек из физически нелинейных материалов . произвол»» 
пои диаграммой работ» аолучене выражение для крмтччссхаД скорости внутренпегс 
ньпжя идеал։. «>г » газа, содт.к-тстиучлцеп попергхи'•й потере устоичиаост ՛ оГ»о.то«х;< 
Ра-.-. мотр-ни условия образона я чстойчнвых форм рз-внове ::я системы аГк>,-.о-;кч— 
поток «бляшке» :։ «еппзм»

Ил. 3. 5: б.ыогр.: 2 не ш.

Աշ/սա աս?լ/^>/ւ էյամււք էսւ^էսն /յ մ ։ր ֆքրւԱէկսւպԼււ ո՝ րյծ41էքւ'1 քէ է. րքւ ց քհս -
ци1Ъ{гЫч<(1 Հսւմսէք» աւէէսրյվսւ։> Լ ւսքւտա։!տյտՈ>քէւուն քէէքեւպսէկս/ն է/1>րր[ւն '.гягр/<

կական աէո>4/քու)} хм>. .'и>«/и։р, է>ւ>ր Համապատաս14Ա>\ււ։ւմ Լ Цш^шЬЕ/г կա յ1էՀքւՈ>ք!]Աէն կորոՒԱաքրնէ 
նայված են Рш/րոՆքք֊ Հո։րր համ ակար՛}/։ րյաքնայքում» էւ «կճկամօ կայուն հավա/ւարակյոոլ^ 
[/յան ձևերի ոոյԱւրմա/ւ ։։ւայ։!ա\>}։!:րր։ Հասաոււոված [ կրիաիկւսկան արսւէ/ության աւր՚11.րի վրա 
սկդրնակա1տ ճէէշման տարրեր ազդեցության ա/ւհմանր>

Тонкостенные цилиндрические оболочки при протекании в них по
тока жидкость или газа при определенных значениях его скорости мо-
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