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ИССЛЕДОВАНИЕ АБСОЛЮТ! ЮИ УСТОЙЧИВОСТИ 
НЕЛИНЕЙНЫХ МНОГОСВЯЗНЫХ СИСТЕМ МЕТОДОМ 
ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ

I . Введение. В работе дается распространение метола характери
стических передаточных функций (ХПФ) [I] на задачу исследования 
абсолютной устойчивости нелинейных многосвязных систем автомати
ческого регулирования (МСАР). Показано, что при определенных до
пущениях можно выразить частотные условия абсолютной устойчпвс 
стн МСАР непосредственно через характеристические годографы .пшен
ной части и придать этим условиям геометрическую интерпретацию, из
вестную но классической теории регулирования.

2 Абсолютная устойчивость МСАР общего вида. Метод Попова. 
Рассмотрим //-мерную нелинейную МСАР на рис. I. где Пх/(/0 
передаточная матрица устойчивой линейной части общего вида. 
Фаг [Г, (х,)] — диагональная матрица нелинейностей, которые для 
простоты будем считать однотипными с характеристиками, располо
женными к секторах |0. К\ (рис. 2, а):

О ■< У( Л\ К:, / — 1,2........//. (1)

Согласно критерию Попова [2] для абсолютной устойчивости положе
ния равновесия х = О МСАР на рис. I достаточно, чтобы существовала 
Диагональная матрица (Над {Ц<} г действительными ()֊ такая, что для 
всех о> > 0 эрмитова матрица

Кс/>(Л.) - 2. |р(/.,) + А» 0)1 (2)

являлась бы положительно-определенной (для краткости будем писать 
ЕеР(у\о)>0), где * —символ сопряжения, а /-*( /м>) имеет вид

Р(/\о) = [/ -Е дофа* ,] 4- Лаг (\1К, }. (3)

Для выполнения условия Ие Р (/со) > 0 необходимо и достаточно, что
бы были положительными все собственные значения р, (со) пли главные 
диагональные миноры А. (ш) матрицы Ке Р(/«) (2). В литературе опи
саны различные алгебраические методы проверки условий рг (<.») > О 



:։лн А,- (со) > 0 при заданных р(. Средн них наибольшее распростране
ние получили алгоритмический метод Штурма, метод Д. Шнльака и не
которые другие [3] Применение метода Попова в инженерной практи
ке связано с существенными трудностями, поскольку в настоящее вре
мя отсутствуют какие-либо регулярные приемы определения оптималь
ных значений р.. исходя из алгебраических критериев положительной 
определенности матрицы КеР(/со). Не приводит к заметным упроще
ниям и отмеченный в [3] прием замены диагональной матрицы 
<!։а^ {<?,-} скалярной р/, т. к. и здесь остается открытым вопрос о связи 
оптимального значения параметра Ц с передаточной матрицей №(р) п 
1 исламн К, в (1). Ниже будет показано, как можно на базе метода 
ХПФ придать задаче выбора р простую и наглядную геометрическую 
интерпретацию, аналогичную используемой в одномерном случае [4].

а-'' О.
Рис. 2.

Заменим в (3) матрицу сВа2{ф/} скалярной р/, а матрицу 
(На^П/К!}-скалярной (!//<««)/, где — шах \К< Геометрически 

последняя операция соответствует введению сектора {0, Кп.л. |. охва
тывающего все характеристики нелинейностей /•՝,(-*) <рис. 26). Тогда, 
воспользовавшись каноническим представлением передаточной матри-
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<(Ы линейной части при помощи преобразования подобия
получим:

И7(у'ш) = С (/<«•) (Ня£ |<7։ (/<»»)) С ’ (/՛’>). И)

где С (А)-модальная матрица; ^(/»)-ХПФ линейной час и [1] 
Матрицу Р(/<••) (3) можно привести к вид\

= С(/...) (Па? |(14- Доф) <?< (/<...) г 1,7^.] С ’ (». (5)

Согласно (5) матрица Р (/<») приводится к диагональному виду в кано
ническом базисе линейной части, а ее комплексные собственные значе
ния равны

7|(/и’> = (14- (<7։ (/։ч) - I А’тйх, £= 1, 2.........П. (6)
На основании известной в теории матриц теоремы Гирша |о| наи
большее и наименьшее значения р1Т1>х (•••) и Р„1!;1('л) 113 собственных 

значений (^) эрмитовой матрицы Ре Р (/<՛՛) строго ограничивают 
сверху и снизу множество вещественных чисел Кс ||:

Ни1п («X Не (/Ъ)] < |1ета։ (ц»). (7)

Однако необходимые и достаточные условия положительной опреде
ленности матрицы (2) заключаются в положи։ельнос:и всех
ее собственных значений. С другой стороны, если хотя бы одно из 
Ке|7/(/м)1 <0. то р1;|!. (<»)<?> Следовательно, необходимые условия 
выполнения 1<е/-*(/՛••) ^> I) запишу н:а в виде

Ис ((1 4֊><2И։-(/Ч Н 1/А™б >0. (8)
Условия (8) имеют простой геометрический смысл. Назовем ком

плексные функции

<7.՝' ( Л") = Ке 4м (/4' + / 1 <7? (/41. (9)

где Ке{^м(/«>)'| - Ре |<7։ (А) и !т (/.-)} <».//«'.(/••>>}. модифи
цированными XI1Ф линейной части ЛАСАР. Тогда уравнение

Рс 1(1 4-/<*>(?) ^ (/•••) -г 1/Лга.х| •-= Ре {?;՛ (/«01 —

- (?/т Ф (»! + 1/А'п,„ = 0 (10)

определяет на комплексной плоскости семейства прямую ли
нию П (прямую Попова), проходящую через точку - 1/Л'<п«, /0 и 
имеющую наклон 1/<2 [4|. Отсюда приходим к выводу, что для 
РеР(/и»)>0 необходимо, чтобы все семейство ,<]"(/■>՝>)} модифици
рованных характеристических годографов линейной части ЛАСАР лежа
ло правее прямой II (10), т. е. обычный критерий Попова должен вы
полняться по отношению к каждой из одномерных характеристических 
систем. Оптимальное значение параметра <7 определяется таким никло
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ном прямой II, при котором обеспечивается наибольшее удаление этой 
прямой от семейства модифицированных годографов 7։т (/<•>). Выпол
нение при некотором Q = сонь! условии (8) еще не гарантирует абсо
лютную устойчивость положения равновесия МСАР, поэтому выбрав 
указанным способом оптимальное значение Q, нужно проверить и вы
полнение условия Re Р(/«) >0 стандартными методами [3j.

Рис. 3.

3. Внеосевой круговой и параболический критерии абсолютной 
устойчивой и. Перейдем теперь к более общему случаю МСАР с не
устойчивой или «условно устойчивой» линейной частью №'(/>) и нели
нейностями, расположенными в секторах [г;, К,] (рис. 3«):

(11|

Под условно устойчивыми здесь понимаются матрицы 1Г’(/и>) с „клю
вообразными" характеристическими годографами </, (/■•>) (рис. 36).

Данную задачу нетрудно привести к предыдущей. Для этого 
введем сектор [г, ь,, Ат0,], содержащий все характеристики А, (а;), и 
допустим, что передаточная матрица и7(/Д, охваченная отрицатель֊ 
ной обратной связью посредством скалярной матрицы гт1п I, устой
чива (рис- 36) Тогда можно воспользоваться эквивалентным структур- 
ным преобразованием МСАР, представленным на рис. •«. где переда
точная матрица преобразованной линейной части

|/ г1п11։ 1ИлГ’^(/>) (12)

по предположению устойчива, а характеристики F” (л.) = F, (,х.) - 
rvutlxi лежат и секторе [О, rntjn]. Как видим, по отношению 
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к преобразованной МСАР на рис. 4 выполняются вес условия примени
мости критерия Попова в рассмотренной выше форме, причем, в место 
(8) будем иметь

Ке{(1+><?)?,( + гт,„?. 041+ Ь'(Л'„41 >0. (13։

Ри։. ՛.

При этом построения п\ з<ио проводить на плоскости .модифнпиро- 
ванных характеристических годографов 4м., (Л>) преобразованной мат
рицы № (/>) (12), что не совсем удобно с практической точки зре
ния Поэтому рассмотрим еще один подход, который использует харак- 
гернстнческис годографы (/«) исходной линейной части । приводит 
к обобщению на многомерный случай внеосевого кругового критерия 
|4]. Выделив в (13) действительные части, после несложных алгебраи
ческих преобразований можно получить

Но если заменить н (14) знак > па знак равенства, то придем к урав
нению окружности на комплексной плоскости семейств (с/,- (/<»>)} с цен
тром в точке £7(<о) с координатами

К’е |и(»)։=-! (1+ 1/АСш։Л

/т'Л'Ю -х у.»р(1;гш,„- 1Ж„„)

и радиусом Я(ш) = | 1 + [(1/г1и1„ - 1 Лт:1Х)/2]. Это позволяет дать
следующую геометрическую интерпретацию условиям (13). Для поло
жительной определенности матрицы 1<е /’(/<’>) (2) при некоторой ча 
стоге 1« = <>ц- необходимо, чтобы множество // точек на |^1(уа>)| при 
4 = >»к было расположено вне соответствующей окружности с цен гром 
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в U (<мА) и радиусом R(mk) (рис. 5я), т. е. по отношению к каждому 
годографу (./<՛>) должен выполняться обычный внеосовой круговой 
критерий [4]. Выбор оптимального значения параметра Q при этом 
осуществляется, как и в одномерном случае, последовательными при
ближениями. Аналогично обобщается на многомерный случай и пара
болический критерий абсолютной устойчивости [4]. Можно показать, 
чго если при некотором Q = const выполняется внеосевой круговой кри
терий. то семейство модифицированных годографов (/•>) исходном 
линейной части МСАР расположено вне параболы, проходящей через 
точки — 1/г,п1п и — !/Л'„и։ на действительной осн, причем касатель
ные к параболе в этих точках имеют наклоны I/Q и ф 1/Q, г. с. пра
вая касательная совпадает с обычной прямой Попова (рис. 56).

о. ъ.
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