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ОПТИМИЗАЦИЯ ОПЕНКИ ПРИБЛИЖЕННОГО АНАЛИТИ
ЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОГО ПАРАБОЛИЧЕСКОГО

УРАВНЕНИЯ ПУТЕМ СОВМЕЩЕНИЯ МАЖОРАНТЫ 
И МИНОРАНТЫ НА СВОБОДНО 
ПЕРЕМЕЩАЮЩЕЙСЯ ГРАНИЦЕ

Как показало в [I], при распространении тепла (вещества) в не
ограниченную ил:։ полуограничейную среды, а также на начальных эта
пах процесса распространения требование конечной скорости распро
странения возмущения однозначно приводит к «занулению» коэффи
циента температуропроводности (диффузии) на «краю» возмущенной 
Области- В связи с этим уравнение теплопроводности становится в ука
занных случаях существенно нелинейным н возникает необходимость 
исследования уравнений теплопроводности с «зануляющимся на краю» 
коэффициент©  м те м п е р а ту роп ровод и ост и.

Цель работы — описание процесса распространения тепла (ве
щества, посредством диффузии) в полуограниченную среду в одномер
ном случае, когда в начальный момент времени в начальной точке тем
пература, скачкообразно повышается до определенного значения Г„ я 
поддерживается в дальнейшем постоянной. При этом коэффициент те.м- 
пературопроводнопи считаем зависящим, от температуры, т. е. рассмат
риваем нелинейный процесс. В отличие от [2] в данной работе иссле
дуется математическая модель процесса. в которой коэффициент пере
носа (температуропроводности) обращается в нуль.

Ках известно, процесс распространения тепла описывается уравне
нием теплопроводности

аТ д Г X дТ 
о։ дх I с? дх

где с7. = сонм объемная теплоемкость; /.— коэффициент теплопро
водности; /ус». - коэффициент температуропроводности. Область В из
менения аргументов /, л՜ определяется следующим образом: на свобод
но перемещающейся границе решение должно обращаться в нуль 

!)>
Наша цель получить приближенное решение, поэтому отметим 

что уравнение (1) удовлетворяет принципу монотонности для парабю- 

$1

= 0. (1)



лпческнх уравнений [2. 3] н это будет использовано для получеми՛. 
«коридора», в котором заключено точное решение уравнения (I). Оче
видно, что нс может быть общего критерия, который позволил бы ука
зать класс функций, наиболее пригодный в качестве приближенного 
решения до его получения. Следуя подходу, изложенному в (4,5|.
можно показать, что

Рис. I. Область Н измене
ния аргументов (, х

исследуемая задача в окрестности нуля и 
при большом отрезке времени имеет точное 
решение логарифмического вида. Поэтому 
приближенное решение во всей области из
менения аргументов целесообразно искать в 
виде функции:

с(х, о = с(у) =-. 1 -г Я 1п (1 -ь ку), (2)

где

у = л/2 !/'£-/; 
г '-V

(3)

(4)

х- X (Г)|г_0; а=соп«С^>0՜, Л = соп$(<^0 (х и к определим ниже). 
Подстановка (2) (4) в (1) приводит к уравнению

12уо + £ (о «>’+г = -4;- м (У>. <5>
•где

.,. . 2у . . Ас 2у (1 4- ку) . , А , .АЦу) = —А ф----- = —г----- -—£------ А 4- — 4- А 1п (1 -г ку).
су I гк а

(Г>)
В (5) имеем безразмерный коэффициент температуропроводности 

8 (с) = Ас (А = 0,5). Так как па свободной границе с обращается в 
нуль, а это возможно при некотором значении у — определяемом 
через «1 и к, то свободная граница оказывается перемещающейся по 
закону (рис. I)

"=2'/тт/- (7>
Из (5) очевидно, что 1с в области В имеет гот же знак, что и 

М (у) при 0<у<т. Исследуем /И (у):
<//И = 2 4у . Ак
йу ък * 1 ку

сГМ 4____ А_к*
с1у' ~ 1 0 4-^У)’

(8)

(9)

Из (9) очевидно, что <С0 при а ^>0, А>-0 и любых у>0. 
(1у-

:Если = 0 при некотором у( т0 это будет макси
му
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мальным значением Л1 (у). Наименьших же значений функция Л/ (у) 
будет достигать при у —О и у = 7. Если же точка Экстремума у. на
ходится вне интервала [0, 7], то наибольшее и наименьшее значения 
Л1(у) принимает па концах интервала. 1ля того, чтобы выполнялось 
условие

7.с+(х, О 0 (10)

я области В. то согласно (5) необходимо и достаточно выполнения

inf М (у) >0. (II)
т. ё.

,И(0) ■ 4 - — - 0. (12)

.и (•.)=֊ -=L- (I X А > 0. (13)
1. •* А

Кроме выполнения (12), (13) но определению свободной границы, 
решение с. (х. /) должно ни ней обращаться в нуль:

С։ (д\ I) = С*/------- л ■.!=<• (у) «. = !+« 1п(1 т А. •')«֊-0.
К 2]/ ' (14)

Отметим, что при ։ =1 ш.пп>лияе ся условие (12). Можно показать» 
что

и л+, получаемое подстановкой *=0.66. которое удовлетворяет (15) 
совместно с<ц, после подстановки в (14) определяет функцию

С+ (у) = | +lii(I -0,9578V), (16)

которая обеспечит выполнение (10) в области В. Можно показать, что 
у — 0,66 является нижпен границей всех у. для которых еще возможно 
выполнение условия (10) для всех функций вила (2).

Для того, чтобы выполнялось условие

Lc-(x, (17)
в области В. необходимо и достаточно, чтобы

sup .-И (у) <0. (18)
Параметры а_ и k_ подберем таким образом, чтобы своего мак

симального значения функция М (у) достигла на свободной границе 
при у - 0,66:

33
3 -ив



2"
I At (y)U = Af (Հ) = - ֊է (1 + k_-t) - л < 0. (20)

В (20) уже использовано условие обращения в нуль на свободной 
границе, т с.

с_(л-. t) = с֊(у)х_. = I -г x_ln(t -М.7) = 0. (2|)

Из (НО—(21) после преобразований получим:

«_ = 2.4666: < ~ -0.505.

Таким Образом, можно утверждать, что 
функция

г—(у) = I $■ 2.4666 In (i -0.505) (22)

обеспечит выполнение (17) в области Л. Со- 
гласно принципу монотонности точное реше
ние С{х, t) удоплепн՝рн1 неравенствам |2, 3];

с (х, Г)<с(х. /)<г+(х. О. (23)

Максимальна? же погрешность, т. е.
максимум выражения

Рнс. 2 /-функции е^(у), Де(.С, /)=С (X, Г) — С_(х, /) (24)
2—функция е_(у).

оказывается равной 0,073 (рис. 2).
В заключение отметим, что «хорошее- нулевое приближение К ре

шению нелинейной задачи является необходимым условием эффектна- 
ного применения уже разработанных численных методов решений урав
нений (например, метода последовательных приближений, метода 
сплайнов и т. д.). Поэтому, как отмечено в (2], предложенный выше 
подход в сочетании с численными методами должен оказаться еще бо
лее продуктивным.

ВЦ АН АрмССР, ЕГУ 5. VI. 1934

«I. Ա. ԱՈԳՈՐՅԱՆ, Վ. Ն. ձՕՅՐԱ^նՏՅԱՆ, Յոս Ն. ՀԱՅՒԱՊՕՏՅԱՆ

ՈՉ ԳԾԱՅԻՆ ՊԱՐԱՐՈԼԱԿԱՆ ՀԱՎԱՍԱՐՄԱՆ ՄՈՏԱՎՈՐ ԱՆԱԼԻՏԻԿԱԿԱՆ 
ԼՈԻԾՄԱՆ ԳՆԱՀԱՏԱԿԱՆԻ 0ՊՏԻՄԻ2Ա8ՈԻՄՐ ԱԶԱՏ ՏԵՂԱՓՈԽՎՈՂ ՍԱՀՄԱՆԻ 

ՎՐԱ ՄԱԺՈՐԱՆՏԻ ԵՎ ՄԻՆՈՐԱՆՏԻ ՀԱՄԱՏԵՂՄԱՆ ՄԻՋՈ8ՈՎ

Ա մ փ ո փ ո I մ

Դիտարկված Լ ջերմության (նյոէթի) տեղափոխ^սւն /ւրեույթլւ կիսաււաՀւքւս- 
նափակ միյավայրամ այն էյեպրի Համար, երբ տեղափոխման ղործակիցր 
ջերմության ղծայքքն ֆունկրյիան 1ւ ժամանակի ւ/անկացած մոմենտի Համար 

34



կարելի I, (քռւց տալ տիրույթ, /էրին у/, րմ ութ յան գրգռումը դեռ չի հասել։ Գտըն- 
ված է գրգռման ե ոչ գրգռման տիրույթների միք և ռահմ անների տ ե դ ա փ ո խ ում ր 
նկարագրող Օրենրր։ ներված են մոտավոր վերլուծական արաահ այտ ու - 
թ յոլննհր, որոնց հանդիսանում են ոչ գծային պարարոլական հավ ասարմ ան 
ճշգրիտ ["ւծման մամորանւոր ե մինորտնար։ Իրականացված կ նրանց ռպտիմի- 
դացումն այնպես, որ սահմանի վրա մ ամորանտր և մինորանտր համընկնում են է
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