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ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЕ ЦИФРОВЫЕ ФИЛЬТРЫ 
ПО СЕМЕЙСТВУ БАЗИСОВ ТИПА ХААРА

Классическая задача фильтрации заключается в восстановлении 
полезного сигнала г(1) на фойе случайной помехи [I]. Последние го
ды в связи с достижениями в области цифровой техники большое вни
мание уделяется построению цифровых фильтров, что объясняется ря
дом их преимуществ по сравнению с аналоговыми [2]. При этом ис
пользовались различные ортогональные преобразования. Дискретные 
ортогональные преобразования делятся на два крупных класса, это 
ортогональные системы:

равномерно ограниченных функций (В!\Ф) [3, 4|;
неограниченных базисов, которые обладают быстрыми алгорит

мами вычисления [5].
Для первою класса построены цифровые фильтры в различных 

упорядочениях: по Адамару. колу Грея и Пэли. Для второго класса во
прос построения цифрового фильтра остается открытым. Возникает 
также задача построения так называемых «гибридных» фильтров, об
ладающих положительными свойствами обоих классов.

Б настоящей работе системы Хаара [4, 5) порядка V = ••■՝։, т.... тп 
упорядочиваются адекватно внутренней структуре определяемых си
стем, на основании которых построен п реализован на ЭВМ цифровой 
фильтр по алгоритму быстрого преобразования обобщенных систем 
[4, 5] в упорядочениях по Адамару [7] и Пэли [4]. проведен анализ 
структуры систем посредством а-преобразовання их передаточных 
функций, приведены амплитудно-частотные характеристики систем 
Фурье, Уолша, классического и обобщенного Хаара.

Пусть |%(/)|^։:

I (1)
где

= 1; Л = 1,2.......I, 2................................

4=о. 1.2.......0 = 2^^; /■ =
;=։ /^1 

полная система дискретных ортогональных функций.



Построенные системы (!) в частных случаях при тх —т.,— ■ ••=т1։ 
11 4О՜,,) - ехр((2я^1/;/7?2с) совпадают с системами [4,5], а по 

структуре являются поэтажно-кронекеронскими [6]. В работе [3] би
ло предложено такое, понятие частоты, которое определяется как пол
ное число оборотов, совершаемых .векюром, изображающим функцию 
на плоскости. Непосредственное использование такого определения час
тоты для систем [1. 5] приводит к упорядочению, не согласующемуся 
с интуитивными представлениями частоты, Частоту функций [4. 5) 
определим как число оборотов вектор-функцин на плоскости, приходя
щееся на единицу отсчета функции. Упорядоченные таким образом 
системы [4, 5] назовем системами Хаара—Пэли. Для иллюстрации при
водятся системы [4, 5] в обычном упорядочении, по [2] и упорядочен
ные ио [3] с соответствующими графиками изменения фаз (рис. I и 2). 
Системы построены на основе функций:

?[։)=н И; -Н1; ^> = Н 1 И;
^>«11 117 «7’1; XV2 «?’*(; «7 = ехр(-йк/3);

111 1 1 1
1 1 1 ֊1 -֊1 -1

_ 1 «7 1Р’ О о О
2>3՜ 1 Г2 «7‘ 000

ООО 1 «7 117а
ООО 1 1172 117*

111 1 1 1
111-1-1-1

: 1 1Г Ц7* () О о
2,3 ООО 1 «7 и>’2

1 XV2 117* О О О
ООО 1 «72 117*

Рис. 1. Рнс. 2.
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Отметим некоторые свойства построенной системы.
1. Система |% является ортогональной.
2. Система р1'*л (/)}’' 1 может быть упорядочена ио |!|, т. е. 

сира вед л ։ । но соотношение:

где ^*+։}, I -֊ 2, 3.......та ։ - функции исходной матрицы <*‘։|, упо
рядоченной по [4].

3. Предложенный метод построения систем функций (I) позволяет 
зполучить ирл различных исходных системах |?<*)} гибридные ортого 
нальные преобразования Хаар—Уолш, Хаар—Фурье, Хаар Фурье 
Слент и т. д.

Необходимым этапом исследования систем преобразований являет
ся построение быстрых алгоритмов выполнения преобразований в раз
личных упорядочениях. Ниже приводятся алгоритмы преобразования 
Хаара по системам (1) в упорядочениях по [7] н [4].

Утверждение /. Система [I. 5] порядка .V =/л,/н.в уиоря ю- 
ченкях по [7] и [4] допускает разложения:

R, R. •„ /?л ; ՝ИДГ = А\ R., (5)
где

Л, 0 е /Ал-, 7
— •

/Л-1 ' ?Й>

Л-•Ч-Г-
=
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<?!/'.......функция системы ><•>, 2.......т, упорядоченной
по |4].

Доказательство проводится простым перемножением /?։.../?, с 
учетом того, что нижние части /Л и /?„ представляют собой послед
ние подматрицы матриц в упорядоченных по [7] и |4|. Умножив 
Нп-\Ха и /?Я_։/Л|. получим:

/., 0 е ® <?Лд-3 "л »«-|
I №=7/Л._։@^®Ч
/Л^/Л; ®41-»

Л<—Т тг. ^л-Г
Г№^4 ։®ТГ0%_,

^4-։^ =

УЛГ._։ /ч, 
• л —1

1 №- Ч
т. с. предпоследние подматрицы восстановлены и т. д. Представление 
Ч’Л. в произведение слабозаполненных матриц (о) задает быстрый ал
горитм вычисления преобразования.

Утверждение 2 Для семейства ортогональных преобразований 
Хаара асснмптотическн быстрый алгоритм вычисления преобразования

ч
формируется за операций.

а—1
Перейдем к исследованию нерекурсивных цифровых фильтров, за

даваемых строками матриц Хаэра.
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Определение 1. Нерекурсивные цифровые фильтры, определяемые 
по формуле

у((п)=2'Ъ(Л*(«-Д <6>
/-։

где О’). I = 0, 1, ..., .V — 1 — Аая функция систем Хаара, назы
ваются цифровыми фильтрами Хаара.

Передаточная характеристика такого фильтра:

Н„(г) = V |от(Л)г-*. 
— **

Справедливо следующее:
а) если А (г) есть ^преобразование дискретной функции Л’> 

длины Л՛', то г-преобразованне функции а (к, /V) ՝У)е— 0 (/. Л'да):

-—֊— У 1-2 й
« (] — г)(1 -г- ™)Л(г«);

б) если Л (г) есть ^-преобразование функции а (к, Л'), то ^-пре
образование функции [0.......О, а (О, Л'), ..., а(№— 1, Л’՜)] есть г ՝ А (г).

л
Фильтры Хаара порядка Л' =т1 т-... тп состоят из п групп, при

чем. каждая Л-я группа (£ — 1,2, ..., л) содержит т} ... 1) =
= Л> —ЛА_։ фильтров, укомплектованных в свою очередь в (л։* — 1) 
подгруппы.

Утверждение 3. В /-ой подгруппе «-ой группы фильтры семейства 
Хаара имеют одинаковую амплитудную характеристику, равную

л՛
А =|ф,(*)(г т») .

“т 7 

2$



i! фазовые характеристики, равные

tn

В качестве примера на рис. 3 приведены амплитудные характер՛.^ 
с гики фильтров Фурье (а, -Л'^9). Уолша (б.—Л'- 8) и три системы се- 
мейства Хаара: Хаар (в.—А՛ =8). Хаар—Фурье (г. -Лг=9). Хаар Сленг 
(л — Л = 8). Все расчеты во определению амплитудных характернспн 
произведены ио программам, написанным на языке ПЛ/1. реализован 
ным на ЕС ЭВМ.

ВЦ АН \рмССР.
ЕрГУ II VII 199?

Ս. II. ԱՂԱ51ԼՆ. Ա. Կ. Մ1Ա>ԵՎՈՍՅԱՆ, Ա. Ա. ։րւ11-ք'11ԴՅԱՆ

211.ԱՐ1» ՏԻՊԻ Ր!ԼքՀԻ11ՆԵՐԻ ԸՆՏԱՆԻՔՈՎ. ԴԻՏեՐ1Ո»ՆԱ8ՎԱԾ 
ԹՎԱՅԻՆ ՖԻԼՏՐԻՐ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

('հրված Լւ\՚ — ր}1հ — է!1 շ— ...—Ո1 ո կարգի Լա արի համակարգի ընտանիքը, 
որի համար կառուցված I; արագ ձեսււիոիւման ալգորիթմը համարակալված ըսա 
Հադամարի // ՊԼլլիի։ ձաարի ընտանիըի համակարգերի ձեափոիւմ ան հիման 
վըա կառուցված են նաե նոր թվային ֆիլտրեր, 7.-ձևավ։ոիւման միջոցով կա
տարված Լ համակարգի կառու ցվածըի վերլուծութ յունր, րԼրված են Ֆուրյեի, 
!և.ոլյի. Հաարի դասական և ընդհանրացված համակարգերի ամ ւգ [ի ւոուգա ֊հա- 
մ ա իւ ա կ ա ն ա ւի ն ր ս ո ւթ ա գ ր ե րր։
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