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ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА

В. к. БРУТЯН

ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ИССЛЕДОВАНИЯ НЕПРЕРЫВНЫХ 
МАРКОВСКИХ СИСТЕМ

1. Постановка задачи. Пусть рассматривается линейная конечно­
мерная система, описываемая векторным каноническим уравнением

х(/) = Լ4ռ(0 

р (Г) .^21 (О

А12 (0 л (0 
ձշշ (О Р(0

(М)

Предполагается, что начальное состояние системы в момент I = /0 
определяется вектором (л(^0), р(^0)],։ а х(0 и 0 (0 ~ п՜ и /^-мерные 
векторы, АП(О» А12(0, А21(О и А22(0—«X п-у п^т, т'/,.т и т^п 
матрицы, соответственно, и что компоненты всех векторов и элементы 

д 
матриц являются непрерывными функциями для любых Л — Л-

Из теории линейной алгебры [1] известно: если г(/, /0) переход­
ная матрица системы (1.1) и I, / - 1, 2 — блоки этой матрицы, то 
решение уравнения (1.1) имеет вид

х(0՜ 
р(0.

*п(А А) *ւշ(Հ ^о) ! х (^о)
*շւ (Հ Հ>) *22 (Հ *о) I Ь^о). ' (1.2)

Равенство (1.2) не применимо непосредственно к решению двух­
точечных краевых задач, поэтому введем неизвестные пока матрицы 
г* I. у = 1, 2 и запишем уравнение

.лЫ Ь21(Л 4)
^12 (Л А)) I I (^о) 

^շշ(Հ А))] I

с начальными условиями

1
О^•(Аь Կ =

при I = յ, 
при է=/=յ.

(1-3)

Требуется разработать общий метод, с помощью которого с каж­
дым дифференциальным каноническим уравнением формы (1.1) связы­
вается единственное матричное дифференциальное уравнение Риккати 
со своими вспомогательными уравнениями. В настоящей статье разра- 
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батывастся такой метод и предлагается система дифференциальных 
уравнений для неизвестных -и.,, i, J — 1, 2, которая сохраняет симмет­
рию^ допускает интегрирование при наличии сингулярности и является 
численно устойчивой.

2. Сущность метода. Можно установить, что матрицы 'v. , /0) и
zij (Л 6)), /,/=1,2 связаны соотношениями:

Т'л (^, ^о) ~ ~11 (Л ^о) ^Г2 (Л /)) ~22՝ (^’ А)) ^21 (^> ^о)’

^о) = ^о) (/> ^о)>

(2.
л21 (t, /0) = z.^ (/, /0);

^22 (^» U -- Z<22 {С ^о)"

Так как переходная матрица г (Л /0) удовлетворяет дифференциально­
му уравнению

г(Л/0) = Ли(О 4НО г(/, /0), 

А21(/) Л22(/)]

то имеет место полугрупповое свойство

z(t, t0) =֊-z(t, /0), <[f0, Г],

из которого следуют рекуррентные уравнения:

^'11 (С ^о) ~ ^'11 (Л ~) [/ ^’12 (', ^о) ^'21 А Т)] г’11 ( Ч О’

^'12 (Л о) — ^’12 (/, •) 4՜ с’11 (С •) [/ ^12 ( /)) ^21 ")] ^'12 (^’ “(4 ^22 (t՜» ՝)■>•

(2.2>
^о) — ^*21 (“, А)) ~Г ^*22 (“> ^о) 1/ ^21 (ь ”) ^'12 (”> ^о) ] ^21 С» ‘ ) с'11 ( ч z())>

'^22(^5 ^0) 1 ^22 (^’ ^о) И ^21 О ^о)1 ■)•

Дифференцируя систему (2.2) и упрощая результаты, получим сле­
дующие дифференциальные уравнения:

4) = [А1(0-^12^> МА1(017,п(Л ^о);

^!2 (Л ^о) = Аз (0 4- АП (0 ^12 ^о) - ^12 (А ^о) А22 (О -

— г՝12 (Л Хо) Л21 (О тг12 (/, /0); (2.3)

'^21 (н ^о) ~ т'22(Л /о) А21 (£) ,у11 (^, /0);

^22 ( С ^о) = —'^22 ’ ^о) [ ^22 (0 4՜ А21 (/) (/, /о) ],

с начальными условиями (1.3).
Ниже система уравнений (2.3), полученная разработанным мето­

дом, применяется для исследования задач синтеза линейного закона 
управления (СЛЗУ) и построения оценки вектора состояния (ПОВС) 
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непрерывных марковских систем (МС) при неполных и искаженных 
шумом наблюдениях.

3. Задача синтеза линейного закона управления непрерывных мар­
ка,- ких систем. Пусть дана линейная МС

х (/) = Д (О х (/) + £> (/) и (/) + 6 (О В (/), X (/0) = х0, (3.1)

где х(/) д-мерный вектор состояния; и (/) — г-мерный вектор управ­
ления; '(/) — /֊мерный вектор нормального белого шума с нулевым 
математическим ожиданием и корреляционной матрицей /И =
= 5;; (/) о (/ — т); 5-֊; (/) — положительно полуопределенная и непре­
рывная для любых матрица интенсивности нормального белого 
шума: о(-)—дельта-функция; А (/), Е) (?) и О (/) — ограниченные и 
непрерывные для всех матрицы соответствующих размеров.

Пусть наблюдаемый процесс описывается линейным уравнением

у(^) = //(/)х(0 4-^(0. (3.2)

где у (/) — ///-мерный вектор результатов наблюдений; |Л/(/) — задан­
ная ограниченная пг X п непрерывная матрица; '/;(/) —///-мерный слу­
чайный процесс типа нормального белого шума с характеристиками 
/И (•/,(/)} =0; Д-1 {■/](/) У(т)1 (/)о(/ —Т); ^ (/) —положительно
определенная и непрерывная для любых 1^1( матрица интенсивности 
нормального белого шума.

А
Требуется выбрать закон управления д(/) = д(х, /), минимизи­

рующий функционал качества
т

֊/= ֊И4 гтхг-ф ( [х'(/)^(/)х(/)-фд'(/)£(/)«(/)]й///у(^), 

/ о
где Гт, /:>(/) и Е (/) — симметричные матрицы соответствующих раз­
меров. гт >0, /?(/);> о, /?(/)^>о.

Из теории линейного синтеза [2—5] известно: оптимальное стоха­
стическое управление с неполной обратной связью, минимизирующее 
квадратичный функционал, имеет линейный вид

а* (х, /) = -С(/)х(/), С(/) = £’՜1 (/)£>'(/) Г (/),

где условное математическое ожидание векторов состояния х(/) = 
— /И [х (/)/у (т), -</} определяется решением уравнения оцениваю­
щего фильтра

х (/) .-֊ А (/) х (/) + И (/) д(/) + ^(^) [у (/)-А/ (/) х (/)],
(3.3)
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Матрица усиления Г (/) есть единственное решение невырожденного՛ 
матричного уравнения Риккати

—Г (0 = А' (/) Г (/) 4- Г (/) А (0 - Г (/) Е (О Е՜՝ (О ТУ (/) Г (0 + В (/), 
(3.4>

Г(Г) = ГТ,

а матрица R (4) — М {[л (/) — х (/)] [.х (/) — х (/)]'}, является решением 
уравнения

R (/) = А (О R (/) 4֊ R (О Л' (/) 4- О' (/) (0 0(0֊

- R (О Н՛ (I) 5՜1 (/)//(/) R (/), R (/0) = R» (3.5)՝

Необходимые условия оптимальности ’для задачи СЛЗУ полу­
чаются на основании принципа максимума [4—6]. Гамильтониан 
— д ~ ~
Н — Н (х, и, р, I) в этой задаче имеет вид:

// = ֊֊ (>'(0£(0х(0 4-я' (0£(0#(0]4֊//[А(0 *(0 4- П (/)«(/)],

А
где р —р(£)— сопряженный вектор, являющийся решением сопря­
женного уравнения

р({) = ֊5(6 л(0 - А'(0р(0, Р(Т)=РТ-

Необходимое условие существования экстремума Н по и имеет вид: 

ЕЩиЩ 4- Е' (Р)р (0 = 0,

откуда оптимальный закон управления дается выражением

и* (р, *) = -Е՜՝ (0 Е' (/)р (/). (3.6)

Оценка х(/) определяется решением основного уравнения

х (£) = дН)др = А({) х (О’+ Е (£) «(^), л(/0) = х0, (3.7)

Постановка выражения (3.6) в основное уравнение (3.7) и его объеди­
нение с сопряженным уравнением даег 2/2-мерное векторно-матрич­
ное уравнение СЛЗУ.

^(0

~х(/)

’-Л'(0 ֊5(01
.£>(<)£-՛(/) О'(О ֊Л(0] ^(() (3.8)

УСЛОВИЯМИ А'(/0)=Л0, р(Т) = р^,
Используя систему уравнений (2.3), запишем матричные уравне­

ния, соответствующие каноническому уравнению (3.8):

26



|\1(Л М = Н'(О֊ГВ(<, (0О'0)]Ги(/, /„); (3.9)

-Г1։(Л /„) = Л'())Г։.(Л Ы + ЦЩ,

-Г12(7, /„)£>(/)£-՛ (/Щ'Ц)Г։2(/, /0) + В(О; (3.10)

Гв(4 <«)= ГК(Л «„)/?(/)£-՛ (СО'(/)ГП(/, /„); (3.11)

гя(л ад = ֊г.2(л ад[л(/)֊о(/)£-'(/)г12(/, ад]. (3.12)

Отметим, что уравнение (3.10) совпадает с матричным уравнением 
Риккати (3.4) для задачи СЛЗУ. Когда задано конечное значение

(Т, /„), можно установить существование корректного начального 
условия Г12 (4, /0) для матричного уравнения Риккати (3.10) и, следо­
вательно, могут быть предсказаны его сингулярные пли сопряженные 
точки. Можно показать, что решение уравнения Риккати с ненулевы­
ми начальными условиями записывается в форме второго уравнения 
системы (2.2):

1։ (К 7)) ~ Г12 (/, /0) 4՜ 1 1г (Л /о) 17 1 о ^21 (С 7>)1 Го I и (/, /о),

Гг2 (К 4) — Го,
где Ги(/, /0). Г12(/, /0) и Г21(/, ^0) — решения уравнений (3.10) —(3.12) 
с начальными условиями 1,0 и 0 соответственно. Однако, если произ­
вольное начальное ^условие Г12(/, ^0) = Го не лежит внутри конуса 
начальных значений, то решение Г12(/, /0) может и нс существовать.

Решения системы уравнений (3.9) — (3.12) 
ние

/;(01 [ГцС.ад г12(/,ад 

х(/0) 7 21 (7 ^о) Г22 (К /0)

Подставляя р(1) из этого уравнения (3.13) в 
(3.8), получим:

х(/) = ?с ({, /о)х0—у^ (з, х)О(?)Е՜' (о)/7 (а) (щ

где 2е (Г, /0) — переходная матрица задачи СЛЗУ, соответствующая 
/(0_֊ос)^։(1‘)О'(')г։г(<, ад.

Можно показать, что имеет место равенство

Гп(С /О) = [2С(^ 4))]', (3.14)
а из сравнения уравнений (3.9) и (3.12) следует, что в задаче СЛЗУ 
матрицы Г։| и Г22 являются транспонированными относительно друг 
друга, т. е.

Ги(С А)) = Г22(С /0). (3.15)
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Это равенство позволяет в разработанном методе находить решение 
одной из матриц Г1։ или Г22, что уменьшает вычислительные трудно­
сти. Из уравнения (3.11) можно записать решение для Г21 (I, /0) в виде

с
Га(/, /о) = (’г;,(г, адо(т)£-' (ДО'(ЧАЩ. У*.

А
которое с учетом соотношений (3.14) и (3.15) можно переписать сле­
дующим образом

Гя(/0, О = (А«о. 40(О£-’(41*4^ ЧУ(3.16)

Из этого равенства следует, что если матрица Г2։ (б /0) является՜ 
положительно определенной, то МС (3.1) при (3.2) управляема. Таким 
образом, матрица управляемости в задаче СЛЗУ совпадает с Г2։ (/, /0).

4. Задача построения вектора состояния марковской системы. Ана­
логично (3.8) объединенное уравнение может быть найдено в задаче. 
ПОВС. Действительно, используя Гамильтониан

н = ֊ ֊ [х' (О С (0 (') О'(Пх(/) +

+ /(/)//'(0 5-1 (/)/Л4/’(Ч]-А(ОАО;)*(Ч.
можно получить каноническое уравнение

'/’(01 [А(0 О(05и(0О'(/)1р(0՜
= (4.1)’

֊2(/) | I-Я'(05Д1 (/)//(/) А (0 ] х(0

с условиями х(/0) = л0, р (/0) = ра. Используя систему уравнений (2.3), 
запишем матричные уравнения, соответствующие каноническому 
уравнению (4.1)

« = [А(0֊ A2A to); (4.2)

Ra(t, t„) = At(t) Ra(t, U +A.(£ t0)A\(t)-

t„)H'(t)S-pt)H(t)R12(t, t„) + 0 (t) SEE(f) 0' (t); (4.3)

Rn(t. tj = ֊As {t, QH' (t) S՜* (i) H(t) R„ (t, t„y (4.4)

A-2 (t, « = «=։ (Л to) IA (t) - H'(t) (t) Я (/) А, (Л /„) |. (4.5) 

Поскольку GS^G' и H' 5Д1 H— симметричные матрицы, то матрица 
/?12(t, Iq) также будет симметричной. Можно показать, что имеет 
место равенство

^22 (^> ^о) — (^> ^о)՛ (4.6)՛
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Из уравнения (4.3) можно записать решение

ЯПР, г) = г"Р, А (4.7)..

где гп(ф, £0) — переходная матрица, соответствующая

4(О֊« мну).

Согласно (1-.3) имеем

/?ир, т)=1 для любых /]. (4.8)

Подставляя равенства (4.6) и (4.7) в уравнение (4.4), получим

Яя 4>) = ֊ (2” (֊, О Н’ (т) 5՜’ (г) Н (т)г” (г, /0) Л. (4.9) 

^0
Из этого равенства следует, что, если матрица /?2։ р, (0) является по­
ложительно определенной, то МС (3.1) при (3.2) наблюдаема. Таким 
образом, матрица наблюдаемости в задаче ПОВС совпадает с Я21 (ф, /0).

Отметим, что решение уравнения (3.3)

* (*) = IА (О ֊ МО 7/ (/)] х(() 4- К(О у (/), А (0 ֊ А р) - С р) £) р) 

можно записать в виде х(^)=^ Фр, т)ур)г/т для любых М р0, £]Л 

где Ф(р т) = гл(/, т) ^p).

Комбинируя равенства (4.7) и (4.8), получим

Ф(0 -) = /?н(А О^Р,

Оценка вектора состояния МС представляется формулой

(О ■-= («и(о ЧЛ«(6 ЧН’(05;; (Оу(Ч^-

Таким образом, матрица /?и ((> т) дает импульсную матричную пере-, 
ходную функцию оптимального оценивающего фильтра.

5. Специфика разработанного метода. Полученные дифференциаль­
ные уравнения для матриц управляемости и наблюдаемости позволяют 
установить специфику разработанного метода. Пусть выполняются 
условия

1=-^ А^=А\^\
(5.1) 

В^) = О(/г) рг) О' (Р), £(/) ^ 5^ (^), 
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тогда уравнения (3.9) — (3.12). для задачи ПОВС принимают вид

Հ։(Հ- Հ») = 1^(Հ)-₽։։(Հ, Л«)Я' (Հ)Տ՜1 (Հ) Ւ1(էՀ, Կ)- (5.2) 

«։։<հ. ^0)=л(о^։(^ ճ»)+#ւ։(ճ, л„)д;(/>)֊

- (Հ, Հօ) Я' (Հ) (Հ) ЖМ./?к (Հ, Հօ) + 0(9 տ„ (Հ) О' (Հ); (5.3)

/?շ։(՝Հ. Հօ)<=֊£շշ(Հ, Հ„)/Հ'(Հ՝^՜,։ (Հ)^(Հ)/?1։(Հ, Հօ); (5.4)
А

^22 ( Հօ) = ^22 (Հ։ ճօ) [Л (Հ^ (Հ)^ (Հ) ^?ւ։(Հ» Հօ)]- (5-5)

Эти уравнения позволяют записать систему (4.1) задачи ПОВС.
Непосредственной проверкой можно установить идентичность урав­

нений (4.2) — (4.5) и (5.2) — (5.5). Однако матричный оператор Л, (/, /„), 
определяемый равенством (3.16) и удовлетворяющий критерию управ­
ляемости в задаче СЛЗУ, равен /?21 (<, /0), определяемый равенством 
(5.4) и удовлетворяющий критерию наблюдаемости только тогда, когда 
выполняются условия (5.1). Таким образом, условия (5.1) точно форму­
лируют двойственность задач СЛЗУ и ПОВС непрерывных МС при не­
полных и искаженных шумом наблюдениях. Условия двойственности 
рассматриваемых задач свидетельствуют о том, что решение задачи 
ПОВС дополняет решение задачи СЛЗУ и уравнение (4.1) представляет 
сопряженную форму уравнения (3.8).

В заключение следует отметить, что: а) уравнения (3.9) — (3.12) 
и (5.2) — (5.5) позволяют получить такую информацию относи­
тельно конечномерной МС, как ее управляемость, наблюдаемость 
и импульсная переходная функция; б) полученные матричные уравне­
ния Риккати (3.10) и (5.3) полностью совпадают с уравнениями (3.4) 
и (3.5), полученными в теории линейного синтеза [2—5]; в) разрабо­
танный метод позволяет решить актуальные практические задачи ли­
нейного синтеза МС, содержащих граничные управления, возмущения, 
а также точечные датчики неполных и искаженных шумом наблюдений 
п описываемых с частными производными.

ЕрИНХ 5.11.1981

Վ. Կ. ԲՐՈԻՏՅԱՆ

ԱՆԸՆԴՀԱՏ ՄԱՐԿՈՎՅԱՆ ՀԱՄԱԿԱՐԳԵՐԻ ՀԵՏԱԶՈՏՄԱՆ ՄԻ ՄԵԹՈԴԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ п փ ո ւ մ

Անընդհատ մարկովյան համ ակարգերի ղեկավարման գծային օրենքի սին֊ 
թեզման և գրութ յան վեկտորի գնահատականի կա ռուցմ ան խնդիրների լուծման 
համար մշակվում է մի ընդհանուր մեթոդ, ՛որը իրենից ներկայացնում կ ան֊ 
ըումա(ին մատրիցների կիսախմ բային հատկությունից ստացվող դիֆերենցիալ 
հավասարումների թվային ինտեգրման սխեմա։ Ղեկավարմ ան և դիտման մսւտ~ 
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րիցները տրվում են ղեկավարման գծային օրենքի սիսթեզման և դրության վեկ­
տորի գնահատականի կա ռոլցմ ան խնդիրներ ի կանոնական հավասարումներից 
ստացվող դիֆերենցիալ հավասարումների օգնութ յամ բ։ Հիմնավորվում կ նշված 
խնդիրների երկակի բնույթք:
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