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Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ íåâûðîæäåííûì
è íåïîëÿðèçîâàííûì ýëåêòðîííûì ãàçîì. Äëÿ èìïóëüñîâ ôîòîíîâ ââîäÿòñÿ äâà ïîëÿðèçà-
öèîííûõ áàçèñà: âíåøíèé, ñâÿçàííûé ñ ãåîìåòðèåé ñðåäû, è âíóòðåííèé, ñâÿçàííûé ñ
àêòîì ðàññåÿíèÿ. Èñõîäÿ èç îáùåãî ðåëÿòèâèñòñêîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþ-
ùåãî ìíîãîêðàòíîå äåéñòâèå ìåõàíèçìà ñ ó÷åòîì âûíóæäåííûõ ïðîöåññîâ, ïîêàçàíî, ÷òî
äëÿ îïèñàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî, íå çàâèñÿùåãî îò àçèìóòà, ïîëÿ èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîì ñëîå
äîñòàòî÷íî äâóõ ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè. Âûÿâëåíû îñîáåííîñòè ôóíêöèé
ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ (ÔÏ) ïî ÷àñòîòå è íàïðàâëåíèþ, à òàêæå óãëîâ ïîâîðîòà îò âíóòðåííåãî
áàçèñà ê âíåøíåìó è îáðàòíî, âîçíèêàþùèå ïðè ðàññåÿíèè âïåðåä è íàçàä. Ïðåäëîæåí
àëãîðèòì óñòðàíåíèÿ îñîáåííîñòåé ïðè óñðåäíåíèè ïî àçèìóòó. Ñðåäíèå ïî àçèìóòó îò
íàèáîëåå ñèíãóëÿðíîãî ñëàãàåìîãî ÔÏ âûðàæåíû ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî
ðîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ: ïàðàìåòðû Ñòîêñà: êîìïòîíîâñêîå
    ðàññåÿíèå: ôóíêöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷àñòîòå

1. Ââåäåíèå. Âî ìíîãèõ àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòàõ âàæíóþ ðîëü â
ôîðìèðîâàíèè ñïåêòðà è ïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ èãðàåò êîìïòîíîâñêîå
ðàññåÿíèå (ñì., íàïðèìåð, [1]). Èçó÷åíèþ ýòîãî âèäà ðàññåÿíèÿ ïîñâÿùåíî
îãðîìíîå ÷èñëî ðàáîò (ñì. îáçîð [2]).

Â ðàáîòå [3] áûëî ïîëó÷åíî âåñüìà îáùåå ðåëÿòèâèñòñêîå êèíåòè÷åñêîå
óðàâíåíèå (ÐÊÓ), îïèñûâàþùåå êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå ïîëÿðèçîâàííîãî
èçëó÷åíèÿ ñ ó÷åòîì òàê íàçûâàåìûõ îáìåííûõ ýôôåêòîâ, ò.å. âûíóæäåííîãî
ðàññåÿíèÿ äëÿ ôîòîíîâ è ïðèíöèïà çàïðåòà äëÿ ýëåêòðîíîâ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå âíà÷àëå â îáùåì âèäå ïðèâîäèòñÿ ÐÊÓ äëÿ êîìïòî-
íîâñêîãî ðàññåÿíèÿ, êîòîðîå êîíêðåòèçèðóåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ èçîòðîïíîãî
ýëåêòðîííîãî ãàçà. Çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññåÿíèå â ïëîñêîì ñëîå ñ àçèìó-
òàëüíîé ñèììåòðèåé ïîëÿ èçëó÷åíèÿ è ïîêàçàíî, ÷òî âìåñòî ÷åòûðåõ ïàðàìåòðîâ
Ñòîêñà äîñòàòî÷íî íàõîäèòü äâà ïàðàìåòðà ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè.

Òî÷íàÿ ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ èçîòðîïíûì ýëåê-
òðîííûì ãàçîì áûëà âûâåäåíà â ðàáîòå [4]. Â îáçîðå [2] ïðèâåäåíû ìíîãî-
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÷èñëåííûå ïðèáëèæåííûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ðàññåÿíèå
â ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ è ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Òàì æå âûâåäåíà óñðåäíåííàÿ ïî
íàïðàâëåíèÿì ôóíêöèÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ (ÔÏ) èíòåíñèâíîñòè. Ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ðàññåÿíèÿ â ïëîñêèõ ñðåäàõ ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èñòî÷íèêè íå çàâèñÿò
îò àçèìóòà è âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü óñðåäíåíèÿ ïî àçèìóòó è ÔÏ. Óäîáíûõ
ôîðìóë äëÿ òàêîãî óñðåäíåíèÿ íåò. Çäåñü äàåòñÿ àëãîðèòì óñðåäíåíèÿ ÔÏ ïî
àçèìóòó, ïðè÷åì ïîêàçàíî, êàê ìîæíî óñòðàíèòü îñîáåííîñòè ïðè âû÷èñëåíèè
èíòåãðàëîâ.

2. Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ.

2.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ìíîãîêðàòíîå êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå
ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ îïèñûâàåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì êèíåòè÷åñêèì
óðàâíåíèåì, äëÿ ôîðìóëèðîâêè êîòîðîãî íåîáõîäèìî ââåñòè ðÿä îáîçíà÷åíèé.

Èçëó÷åíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì-ñòîëáöîì ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà â ñðåäíèõ
÷èñëàõ çàïîëíåíèÿ ôîòîííûõ ñîñòîÿíèé  T , , , VUQI nnnnn , ïðè÷åì îáû÷íàÿ
èíòåíñèâíîñòü I ñâÿçàíà ñ n

I
 ñîîòíîøåíèåì   InchI 232  , ãäå   - ÷àñòîòà,

è òàê æå ñâÿçàíû äðóãèå ýëåìåíòû âåêòîðà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàìåòðàìè
Ñòîêñà.

Ïðèìåì ðåëÿòèâèñòñêóþ êâàíòîâóþ ñèñòåìó åäèíèö, ñ÷èòàÿ, ÷òî 1 mc  .
Ýëåìåíòû âåêòîðà çàâèñÿò îò òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî  rtr  ,

è îò èìïóëüñà ôîòîíà 
 xx , 1


. Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ÷åòûðåõìåðíûé

èìïóëüñ  xxx  , .
Ýëåêòðîííûé ãàç, ñ êîòîðûì âçàèìîäåéñòâóåò èçëó÷åíèå, çäåñü ñ÷èòàåòñÿ

íåâûðîæäåííûì è íåïîëÿðèçîâàííûì, ò.å. õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðå-
äåëåíèÿ (ÔÐ)  zrfe

 , , ãäå 
 zz  - èìïóëüñ ýëåêòðîíà ( 1


), ÷åòûðåõ-

ìåðíûé âåêòîð èìïóëüñà ýëåêòðîíà  zz  , , 21 z .

2.2. Ïîëÿðèçàöèîííûå áàçèñû. Âåêòîðû Ñòîêñà ñîîòíîñÿòñÿ ñ îïðå-
äåëåííûìè îðòàìè ïîëÿðèçàöèîííîãî áàçèñà, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè èìïóëüñó
ôîòîíà (íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ). Òðåáóåòñÿ ââåäåíèå äâóõ
òèïîâ áàçèñîâ, à èìåííî, âíåøíåãî è âíóòðåííåãî. Âíåøíèé áàçèñ ñâÿçàí
ñ ãåîìåòðèåé îáëàñòè, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàññåÿíèå. Îáû÷íî â îáëàñòè
èìååòñÿ âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå, õàðàêòåðèçóåìîå îðòîì l


. Òîãäà îðòû

âíåøíåãî áàçèñà ìîæíî îïðåäåëèòü òàê:

    . , 
1

 ,, 
1

 ,
2221 















 lllelle (1)

Âíóòðåííèé áàçèñ îïèðàåòñÿ íà îðòû íàïðàâëåíèé ôîòîíîâ äî è ïîñëå
ðàññåÿíèÿ 1


. Äëÿ ôîòîíà ñ íàïðàâëåíèåì 


 ýòî
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    . , 
1

 ,, 
1
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1

122
1

11 

















ee (2)

Óãîë ïîâîðîòà   îðòîâ âíåøíåãî áàçèñà ê îðòàì âíóòðåííåãî îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîèìè ôóíêöèÿìè

        , 
11

 , , , ,cos
22

1
122111






 eleele (3)

        . 
11

 , , , ,sin
22

1
112121







 leleele (4)

Àíàëîãè÷íûìè ôîðìóëàìè îïðåäåëÿþòñÿ îðòû è ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñ
ôîòîíîì ñ èìïóëüñîì 111 

 xx .
Îïðåäåëèì êîîðäèíàòû ââåäåííûõ âåêòîðîâ. Ïóñòü äâà îðòà 1l


 è 2l



âìåñòå ñ îðòîì l

 ñîñòàâëÿþò ïðàâóþ òðîéêó. Ðàçëîæèì ïî ýòîìó áàçèñó

îïðåäåëåííûå âûøå âåêòîðû:

    . sincos1, sincos1 121
2
1121

2 llllll


 (5)

Ïî âíóòðåííåìó áàçèñó ôîòîíà x

 ðàçëîæèì âåêòîðû íàïðàâëåíèÿ èìïóëüñà

ôîòîíà 1x


 è èìïóëüñà ýëåêòðîíà:

       .  ,sin ,cos1,  ,1 1211
2

11
2

1 


eee (6)

Êîñèíóñû óãëîâ ìåæäó èìïóëüñàìè òðåõ ÷àñòèö âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ââåäåííûå êîîðäèíàòû:

 . cos11

, cos11, 

1
2
1

2
1

22
11






(7)

×åðåç íèõ âûðàæàåòñÿ è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ âåêòîðîâ:

 . sin11 1
2
1

2
1 


l (8)

2.3. Ðåëÿòèâèñòñêîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå . Ñàìîå îáùåå
óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå â óêàçàííîé ñèòóàöèè,
èìååò âèä (â ïðàâîé ÷àñòè ñðåäè àðãóìåíòîâ íå óêàçûâàþòñÿ âðåìÿ è
êîîðäèíàòû òî÷êè âçàèìîäåéñòâèÿ, îäèíàêîâûå äëÿ âñåõ ôóíêöèé)

   

                
            . 

2
 ,

11

1111

11
1

1
3

1

1
332

xL̂ÂL̂FzfxL̂F̂

L̂xN̂zfzfxL̂F̂L̂zf

xzxz
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t
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e
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e






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n

n
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










 




(9)



110 Ä.È.ÍÀÃÈÐÍÅÐ,   Ñ.È.ÃÐÀ×ÅÂ

Çäåñü r
e
 - êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà. Â óðàâíåíèå âõîäÿò ìàòðèöû: ìàòðèöû

ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîëÿðèçàöèè ïðè ïîâîðîòå ïîëÿðèçàöèîííîãî áàçèñà
L̂  (ìàòðèöû ×àíäðàñåêàðà), ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ F̂ , ìàòðèöà ó÷åòà âûíóæäåííîãî
ðàññåÿíèÿ N̂  è ìàòðèöà ó÷åòà àíèçîòðîïèè ÔÐ ýëåêòðîíîâ Â :
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






















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





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B

F

F̂L̂ (10)
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
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







 Â

nn
nn

nn
nnnn

N̂

IV

IU

IQ

VUQI

(11)

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû ×àíäðàñåêàðà èìåþò ñâîéñòâà       2121 L̂L̂L̂
   12  L̂L̂ , ò.å. îíè ìóëüòèïëèêàòèâíû ïî àðãóìåíòó è êîììóòàòèâíû, òàê

êàê ïîâîðîòû îðòîâ áàçèñà ïðîèñõîäÿò â îäíîé ïëîñêîñòè.
Äàëåå, â ìàòðèöó ðàññåÿíèÿ âõîäÿò âåëè÷èíû

   . ,,,111,1 111
1

11
0

2
0 














 zxzxBBF (12)

Íàêîíåö, êîñèíóñ è ñèíóñ óãëà 

 
. 

1
1  , 

1
1  , 

sin1
sin  , 

cos1
cos

0

0
0

0

2

0

2














 rr
r

z
r
zrz

(13)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì èíâàðèàíòîì
è íîðìèðîâàíà â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñîïóòñòâóþùåé ýëåêòðîííîìó ãàçó, â
êîòîðîé ñðåäíèé èìïóëüñ ýëåêòðîíîâ ðàâåí íóëþ,

  , 3
ee nzzfd 


(14)

ãäå n
e
 - êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ â óêàçàííîé ñèñòåìå. Êîíöåíòðàöèÿ, êàê

è ñàìà ÔÐ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò çàâèñåòü îò êîîðäèíàò è âðåìåíè.
Äåëüòà-ôóíêöèÿ îòðàæàåò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ïðè ðàññåÿíèè. Çàêîí ñîõðà-

íåíèÿ èìïóëüñà ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî èìïóëüñó ýëåêòðîíà 1z


,
à ñ ïîìîùüþ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ìîæíî íàéòè ÷àñòîòó ôîòîíà ïîñëå
ðàññåÿíèÿ

  . 
11

1 



xz
zxx (15)

Ìíîæèòåëü, ñòîÿùèé ïðè  xn  è ñîäåðæàùèé ÔÏ èíòåíñèâíîñòè F,
ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì îñëàáëåíèÿ âñëåäñòâèå ðàññåÿíèÿ
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      , 
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8, 1 2
3

2
eTeeTe rszfzdr
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xsn 


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 


(16)

ãäå T  - òîìñîíîâñêîå ñå÷åíèå, à èíâàðèàíòíûé ïðîôèëü

     
 

. 
21

1221ln224
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3
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3
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2

21
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12 































  Fdxs (17)

Ýëåìåíòû ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèìè ñêàëÿðàìè, êàê
è óãëû ïîâîðîòà áàçèñîâ, îäíàêî ïîñëåäíèå çàïèñàíû â ôèêñèðîâàííîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà, à èìåííî, â ñèñòåìå, ñîïóòñòâóþùåé ýëåêòðîííîìó ãàçó.

2.4. Èçîòðîïíûé ýëåêòðîííûé ãàç . Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ
ïðèëîæåíèé òåîðèè êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ ê èçó÷åíèþ àñòðîôèçè÷åñêèõ
îáúåêòîâ ìáëî ÷òî èçâåñòíî î ðàñïðåäåëåíèè ýëåêòðîíîâ, ïîýòîìó îáû÷íî
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èõ ðàñïðåäåëåíèå â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà
èçîòðîïíî:

      . 14, 
1

 


dzffnzf eeee


(18)

Äëÿ ýòîé ñèñòåìû èíòåãðàëû ïî íàïðàâëåíèÿì ýëåêòðîíîâ, ò.å. ïî 


 (èëè
ïî   è  ), â óðàâíåíèè (9) âû÷èñëÿþòñÿ, à ñëàãàåìîå ñ ìàòðèöåé Â
àííóëèðóåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä [2]

         
                .  , , , , , ,

 , , ,

11111
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
(19)

Çäåñü ìàòðèöà ôóíêöèé ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ (ÔÏ) ïðè ðàññåÿíèè, êîòîðàÿ
ïîëó÷àåòñÿ ïðè óñðåäíåíèè ïî ðàñïðåäåëåíèþ ýëåêòðîíîâ ïî ýíåðãèè ìàòðèöû,
ýëåìåíòû êîòîðîé çàâèñÿò îò èõ ýíåðãèè:
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(20)

Íèæíèé ïðåäåë â èíòåãðàëå ïî ýíåðãèè

  , 21
2
1 , , 11












 q

Qxxxx (21)
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ãäå îáîçíà÷åíî

      . 2-2, 11 2
11

2
1

2
011 qxxxxxxQxxq  (22)

Òàêèì îáðàçîì, â óðàâíåíèå (19) âõîäÿò ïÿòü ÔÏ. Âñå îíè çàâèñÿò îò îäíèõ
è òåõ æå àðãóìåíòîâ, à èìåííî, îò ÷àñòîò ôîòîíîâ äî è ïîñëå ðàññåÿíèÿ x
è x1, à òàêæå îò êîñèíóñà óãëà ìåæäó èõ èìïóëüñàìè. Ýòè ÔÏ, ñîãëàñíî (20),
ïðåäñòàâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè ïî ðàñïðåäåëåíèþ ýëåêòðîíîâ ïî ýíåðãèÿì îò
ÔÏ, çàâèñÿùèõ òàêæå îò ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ. Ìàòðèöà ÔÏ, çàâèñÿùèõ îò
ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöû F̂  è L̂ , îïðåäåëåííûå â (10):

       
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R
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L̂F̂L̂xzxzzddzxxR̂

(23)

Ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé, àðãóìåíòû êîòîðûõ x, x1,   è   â (23)
è íèæå äëÿ êðàòêîñòè îïóùåíû.

ÔÏ ñ ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèåé ýëåêòðîíîâ èìåþò îáùèå ÷àñòè. Ïÿòü
ôóíêöèé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ÷åòûðå ôóíêöèè:

. , , , abVaUQcaIba qRRRRRRRRRRRR  (24)

Ôîðìóëà äëÿ îäíîé èç íèõ - ñàìàÿ äëèííàÿ:

       

. 11242
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(25)

Îñòàëüíûå òðè ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ áîëåå êîðîòêèìè ôîðìóëàìè:

, 11211
233332
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xxRa (26)

. 42, 1122
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Q
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
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

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








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
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
 (27)

Â ýòèõ ôîðìóëàõ îáîçíà÷åíî

. , , 1
22 xxra   (28)

Ïðèâåäåì ñâîäíóþ ôîðìóëó äëÿ ÔÏ èíòåíñèâíîñòè:
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      . 111222 , , , 3
1

3
1

22

2

1 
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







 a
rqxx

a
rqxx

qaaq
qq

Q
xxR (29)

Êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ ïðè èçîòðîïíûõ ýëåêòðîíàõ çàâèñèò òîëüêî îò
÷àñòîòû x.

3. Ñòàöèîíàðíîå, íå çàâèñÿùåå îò àçèìóòà, ïîëå èçëó÷åíèÿ
â ïëîñêîì ñëîå.

3.1. Ìîäåëü ïëîñêîãî ñëîÿ. Î÷åíü ÷àñòî ðàçëè÷íûå îáúåêòû, â êîòîðûõ
ïðîèñõîäèò ðàññåÿíèå èçëó÷åíèÿ, ìîäåëèðóþòñÿ ïëîñêèì ñëîåì, â êîòîðîì
âñå âåëè÷èíû çàâèñÿò íå îò òðåõ, à òîëüêî îò îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé
êîîðäèíàòû - ãëóáèíû. Âûäåëåííûì íàïðàâëåíèåì â ñëîå ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå
ðîñòà ãëóáèí, òàê ÷òî â êà÷åñòâå îðòà l


 ñëåäóåò âçÿòü íîðìàëü ê ãðàíèöàì.

Ïðèìåì, ÷òî ýòîò îðò íàïðàâëåí â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ ãëóáèíû. Âìåñòî
ãåîìåòðè÷åñêîé ãëóáèíû z  (ýòî îáîçíà÷åíèå èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî çäåñü)
ìîæíî ââåñòè áåçðàçìåðíóþ îïòè÷åñêóþ, äëÿ êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ åå
îïðåäåëÿþò ÷åðåç òîìñîíîâñêîå ñå÷åíèå:

  . 
0

z

eT dzzn (30)

Â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ãëóáèíû â ñëîå,
áóäåì ïðèìåíÿòü èìåííî  .

Ïóñòü èñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, òîãäà è ïîëå èçëó÷åíèÿ
áóäåò ñòàöèîíàðíûì. Óðàâíåíèå (19) äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ â
ïëîñêîì ñëîå ïðèìåò âèä

         
                .  , , , , , , , ,

 , , ,1 ,

11111

111
2
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xxxR̂xL̂xxR̂xxR̂L̂xN̂

xL̂xxR̂L̂ddxx
x

x










 
nn

nn
(31)

Çäåñü òàêæå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ íå óêàçàíà âîçìîæíàÿ çàâèñèìîñòü
ýëåìåíòîâ ìàòðèö îò  .

3.2. Óñðåäíåíèå ïî àçèìóòó. Êàê ïðàâèëî, èñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿ
ìîæíî ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùèìè îò àçèìóòà. Òîãäà è ïîëå èçëó÷åíèÿ îáëàäàåò
àçèìóòàëüíîé ñèììåòðèåé. Ïîýòîìó ïðè åãî ðàñ÷åòå ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ÔÏ, óñðåäíåííûå ïî àçèìóòó.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè òîìñîíîâñêîì è ìîëåêóëÿðíîì ðàññåÿíèè â ïëîñêîì
ñëîå äëÿ îïèñàíèÿ ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ, íå çàâèñÿùåãî îò àçèìóòà,
äîñòàòî÷íî äâóõ ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà. Ïîêàæåì, ÷òî ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò
è êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå.

Ñòðîåíèå òàê íàçûâàåìîé ôàçîâîé ìàòðèöû (çäåñü îïóùåííûå àðãóìåíòû
ôóíêöèé òå æå, ÷òî è ó ìàòðèöû)
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(32)

ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå ïàðàìåòð êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè
ïðåîáðàçóåòñÿ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ïàðàìåòðîâ, òàê ÷òî, åñëè íåò èñòî÷íèêîâ
êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè, òî îíà è íå ïîÿâèòñÿ.

Èç ôîðìóë, îïðåäåëÿþùèõ ÔÏ è ìàòðèöû ×àíäðàñåêàðà, ñëåäóåò, ÷òî
àçèìóòû âõîäÿò â íèõ ëèáî ÷åðåç êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ  , ëèáî ÷åðåç
ôóíêöèè äâîéíûõ óãëîâ ïîâîðîòà îðòîâ ïîëÿðèçàöèîííûõ áàçèñîâ   è 1 ,
ïðè÷åì âñåãäà â âèäå ðàçíîñòè 1 . Êîñèíóñû óêàçàííûõ óãëîâ ñîäåðæàò
òîëüêî çàâèñèìîñòü îò ýòîé ðàçíîñòè ÷åðåç  , à ñèíóñû - ïðîïîðöèîíàëüíû

 1sin . Ïîýòîìó êîñèíóñû äâîéíûõ óãëîâ ñîäåðæàò êâàäðàòû  1sin ,
à ñèíóñû - èõ ïåðâûå ñòåïåíè. Ïðè óñðåäíåíèè ïî àçèìóòó âñå èíòåãðàëû,
ñîäåðæàùèå ïåðâûå ñòåïåíè, îáðàùàþòñÿ â íóëü. Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàåòñÿ,
÷òî è ïàðàìåòð U, îïðåäåëÿþùèé ïîëÿðèçàöèþ ïîä óãëîì 4  ê âûáðàííûì
îðòàì, îòäåëÿåòñÿ îò äðóãèõ ïàðàìåòðîâ è, åñëè îí íå ïîðîæäàåòñÿ èñòî÷íèêàìè,
òî îñòàåòñÿ ðàâíûì íóëþ. Îñòàâøèåñÿ ôóíêöèè ñîäåðæàò òîëüêî êîñèíóñû
è êâàäðàòû ñèíóñîâ, ïîýòîìó èíòåãðàëû îò íèõ ïî àçèìóòó ìîæíî âû÷èñëÿòü
ïî ïðîìåæóòêó   ,0 .

3.3. Ïåðåõîä ê ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûáðàííûõ
ïîëÿðèçàöèîííûõ îðòàõ, äîñòàòî÷íî íàõîäèòü òîëüêî äâà ïàðàìåòðà ëèíåéíîé
ïîëÿðèçàöèè n

I
 è n

Q
. Â ñâÿçè ñ ýòèì ââåäåì äâóìåðíûé âåêòîð ëèíåéíîé

ïîëÿðèçàöèè è äâóìåðíóþ ìàòðèöó ðàññåÿíèÿ:

 

   
 



































 , ,
111

0

11

1

.  ,- , , , ,1

 , , ,, 

xx
e

QQQI

IQ

Q

I

xxRdfd

RR
RR

xxR
n
n

n~





(33)

Ýòà ìàòðèöà - óñðåäíåííàÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ýëåêòðîíîâ ìàòðèöà èç ýëåìåíòîâ,
çàâèñÿùèõ îò ýíåðãèè  , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

     
          . 

2sin2sin2cos2cos2cos
2cos , , ,

 ,- , , , ,
111

1
111 













UQI

I

RRR
RxxR

xxR


(34)

Ïðè âçÿòèè èíòåãðàëà ïî   ðàçíîñòü  -1  ìîæíî çàìåíèòü íà  .
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Ìàòðèöà N̂  ñâîäèòñÿ ê ñâîåìó âåðõíåìó ëåâîìó ìèíîðó âòîðîãî ïîðÿäêà
N


, òàê ÷òî óðàâíåíèå (31) ïðèíèìàåò ôîðìó

     
            .  , , , , , , , , , , , , , , ,

 , , , , ,
16

3 , ,

11111111

1111111

xn~xxRxn~xxRxxRxN

xn~xxRddxx
x

xn~










 




(35)

4. Óñðåäíåíèå ïî àçèìóòó.

4.1. Ïîâåäåíèå ôóíêöèè  . ×òîáû óñðåäíåíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
ïî ðàñïðåäåëåíèþ ýëåêòðîíîâ ìîæíî áûëî áû ïðîèçâîäèòü ïðè ïðîèçâîëüíîé
çàäàííîé ôóíêöèè  ef , æåëàòåëüíî â èíòåãðàëå (33) ïîìåíÿòü ïîðÿäîê
èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëîâ èíòåãðàëîâ ïîñëå ïåðåìåíû ïîðÿäêà
èíòåãðèðîâàíèÿ ñíà÷àëà òðåáóåòñÿ èçó÷èòü çàâèñèìîñòü ïðåäåëà èíòåãðàëîâ
ïî ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ (21) îò êîñèíóñà  , à ÷åðåç íåãî îò àçèìóòà ïðè
ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòàõ x, x1 è êîñèíóñàõ  , 1 .

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäåë  , ïðåäñòàâëåííûé êàê ôóíêöèÿ òðåõ àðãóìåíòîâ,
èìåþùèõ ïðÿìîé ñìûñë: äâå ÷àñòîòû x è x1 è êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ  ,
ôàêòè÷åñêè çàâèñèò îò äâóõ èõ êîìáèíàöèé 1xxx   è   11xxq . Âíåñåì
ýòîò ôàêò â îáîçíà÷åíèå:

    . 224
2
1 , , ,

2
2

1 












 

 q
xqxxqxxx (36)

Èç òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè î÷åâèäíî, ÷òî

 
























. при
2

, 0и0при
2 ,

qq

qx
q

x

~qx
(37)

Â òî æå âðåìÿ   21 ,0 qq  . Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè 1xx   ôóíêöèÿ
(36) èìååò ìèíèìóì. Åå ïðîèçâîäíûå ïî q

. 

224

6283
2

1, 

224
2

1
232

2

422424

42

2

2
2

22

2



































q
xqx

qqxqxqxx
qq

q
xqx

xq
qq (38)

Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà ïðè  xq  è ïîëîæèòåëüíà ïðè  xq ,
òàê ÷òî ìèíèìóì âñåãäà èìååòñÿ ïðè  xqmin , åñëè òîëüêî 1xx  . Âòîðàÿ
ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå ìèíèìóìà

 22

2

2
11











xxq xq

(39)
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ïîëîæèòåëüíà, êàê è äîëæíî áûòü â ìèíèìóìå. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå

     . 1 1,max21
2

2
 , 111 xxxxxx

xx
qx minmin 


 

 (40)

Âïðî÷åì, ïðè x = x1 â òî÷êå q = 0 ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå
çíà÷åíèå 1, õîòÿ ýòî íå ìèíèìóì. Ìèíèìóì ðàâåí 1, åñëè 1xx  , è ñòðåìèòñÿ
ê 1 ïðè 01 xx . Ïðè ðàâåíñòâå ÷àñòîò ñ óâåëè÷åíèåì q ôóíêöèÿ ñòðîãî
âîçðàñòàåò.

Äëÿ êðàòêîñòè ââåäåì ðÿä îáîçíà÷åíèé. Îáîçíà÷èì êîìáèíàöèþ
÷àñòîò  1xxxZ , à òàêæå êîìáèíàöèè êîñèíóñîâ óãëîâ 11 a  è

2
1

2 11 b . Íåîòðèöàòåëüíîñòü äâóõ ïîñëåäíèõ âëå÷åò ñëåäñòâèå, ÷òî

âñåãäà bababa  22  èëè ïîäðîáíî  1
2
1

2
1 111

2
1

2
1 111  . Ñ òàêèìè îïðåäåëåíèÿìè  cos1 ba .

Êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè    qxxx  , , , 1    ïðè èçìåíåíèè q
è àçèìóòà   îäèíàêîâî, òàê êàê

   . 0sincos
1

1 






 bxxbaxxq

(41)

Èòàê, ñóùåñòâåííû òðè õàðàêòåðíûõ çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû q: ýòî åå çíà÷åíèå
â òî÷êå ìèíèìóìà  xqmin  è äâà çíà÷åíèÿ ïðè êðàéíèõ çíà÷åíèÿõ àçèìóòà

0  è  , ðàâíûõ  baxxq 
1 , ïðè÷åì âñåãäà   qq .

4.2. Ðàçãðàíè÷åíèå ñëó÷àåâ. Íåðàâåíñòâà  qqmin ,   qqq  è
 qq  ðàâíîñèëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì íåðàâåíñòâàì baZ , baba  Z

è baZ .
Åùå îäíî çíà÷åíèå Z  îïðåäåëÿåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó êðàéíèìè çíà÷å-

íèÿìè ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì çíà÷åíèÿ ïðåäåëà ýíåðãèè    , , 1xx  íà ãðàíèöàõ
çíà÷åíèé àçèìóòà 0  è  :

. 11 , , 2
1

2
11 





  


 xx (42)

Çíàê ðàçíîñòè 



   ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ðàçíîñòè 1Z . Èç ôîðìóëû

(21) ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî èìåòü äåëî ñ ïîäêîðåííûìè âûðàæåíèÿìè. Ðàçíîñòü
ïîñëå ñîêðàùåíèé çàïèøåòñÿ â âèäå

      

. 

, 111, 211

1
22

2
1

2
1

22
1

2222
















ba

bab
baba

Z

ZZ
(43)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîòèâîïîëîæíîãî íåðàâåíñòâà ïðîñòî ñâîäèòñÿ ê çàìåíå >
íà <.

Åñëè  qqmin  èëè  qqmin , ò.å. baZ  è baZ , òî ìèíèìóì
ðàñïîëàãàåòñÿ âíå îáëàñòè çíà÷åíèé àçèìóòà. Åñëè æå   qqq min , òî
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ìèíèìóì ôóíêöèè    , , 1xx  äîëæåí ó÷èòûâàòüñÿ â ðàññòàíîâêå ïðåäåëîâ.
Åñëè 1Z , òî    è íàîáîðîò.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåñòàíîâêå èíòåãðàëîâ âîçíèêàþò ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ
ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ ïðåäåëîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó
êîìáèíàöèÿìè ÷àñòîòíûõ è óãëîâûõ ïåðåìåííûõ.

Ïðåäåëû âíóòðåííåãî èíòåãðàëà ïî àçèìóòó îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíîé
îòíîøåíèÿ Z , à èìåííî òåì, â êàêîé èç ÷åòûðåõ ïðîìåæóòêîâ ñ ãðàíèöàìè,

Ðèñ.1. Ãðàíèöû ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ ïðåäåëîâ èíòåãðàëîâ.

a - b
2
1

2
1 111 

a + b

2
1

2
1 111 

22 ba 

1

Ðèñ.2. ×åòûðå ñëó÷àÿ ãðàôèêîâ )cos11 , ,()( 2
1

2
11   xxg  â çàâèñèìîñòè

îò  .


0.0

4.0

1.0 2.0 3.0


0.0 1.0 2.0 3.0

4.4

4.8

2.0

3.0

4.0

5.0

3

5

7

9

11

2.0

2.2

2.4

2.6

x=2, x
1
=1

1.81ba

5040ba 22



 .. Z

II

)g(

I

)g(

x=2, x
1
=0.1

1.81ba59  .Z

x=5, x
1
=2

40ba

300880ba

22 .

..





Z

Z

III

)g(

IV

)g(

x=5, x
1
=4

8800ba050 .. Z

Z
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îïðåäåëÿåìûìè êîñèíóñàìè óãëîâ, îíî ïîïàäàåò. Íà ðèñ.1 èçîáðàæåíû ãðàíèöû
ïðîìåæóòêîâ, ïîïàäàíèå â êîòîðûå îòíîøåíèÿ Z  îïðåäåëÿþò âèä èíòåãðàëîâ
è èõ ïðåäåëîâ. Ñëó÷àè ïðîíóìåðîâàíû ñïðàâà íàëåâî ðèìñêèìè öèôðàìè.

Íà ðèñ.2 ïðåäñòàâëåíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ êðèâûõ, îòðàæàþùèõ

çàâèñèìîñòü îò   ôóíêöèè   




   cos11 , , 2

1
2

11xxg . Ïðè 0
ïîëó÷àåòñÿ çíà÷åíèå 

 , ïðè   ñîîòâåòñòâåííî 
 . Ðèñóíêè äåìîíñòðèðóþò

ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýòèìè çíà÷åíèÿìè ïðè ïîïàäàíèè Z  â îïðåäåëåííûå
ïðîìåæóòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷åòûðåì ñëó÷àÿì. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðèíÿòû
îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ 50.  è 101 . , òàê ÷òî a = 0.95, b = 0.86168, a - b =

0.088316, a + b = 1.81168, 401
22 .ba  . ×åòûðå ñëó÷àÿ ðèñóíêà ñîîò-

âåòñòâóþò ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì ÷àñòîò x, x1 è ñâÿçàííûì ñ íèìè çíà÷åíèÿì
ïàðàìåòðîâ êðèâûõ. I. x = 2, x1 = 0.1, ba.  59Z . II. x = 2, x1 = 1,

ba.ba  5022 Z . III. x = 5, x1 = 2, 2230 ba.ba  Z . IV. x = 5,

x1 = 4, ba.  050Z .
Â ñëó÷àÿõ I è IV ôóíêöèÿ, îáîçíà÷åííàÿ  g , ñòðîãî ìîíîòîííà, â

ïåðâîì óáûâàåò îò 
  äî 

 , â äðóãîì âîçðàñòàåò â òåõ æå ïðåäåëàõ. Â
ñëó÷àÿõ II è III ýòà ôóíêöèÿ èìååò ìèíèìóì, ñëó÷àè ðàçëè÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèåì
ìåæäó çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè    , , 1xx  ïðè êðàéíèõ çíà÷åíèÿõ àçèìóòà.

4.3. Çàâèñèìîñòü   îò  . Ýòà çàâèñèìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ
  1 , , 1  xx . Âñïîìíèâ îáîçíà÷åíèå 1xxx  , çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå

â âèäå

. 2242
2

2

q
xqxx 

  (44)

Ïîñëå âîçâåäåíèÿ åãî â êâàäðàò ïîëó÷àåòñÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
q:

  . 1, 02 2222   zxqxzq (45)

Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ äàþò äâà çíà÷åíèÿ q è òåì ñàìûì äâà çíà÷åíèÿ
êîñèíóñà  :

  

  . 1 , ,

, 112, 

1
1

222

xx
qxx

xxxxzDzDxzq









(46)

Ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå íåîòðèöàòåëüíî ïðè 11  xxx  èëè ïðè
11  xxx . Ïåðâîå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî  xmin 1 . Êîðíè

îòñóòñòâóþò ïðè 11  x .
Âû÷èñëÿòü êîðíè q± öåëåñîîáðàçíî ïî ôîðìóëàì



119ÊÎÌÏÒÎÍÎÂÑÊÎÅ  ÐÀÑÑÅßÍÈÅ  Â  ÏËÎÑÊÈÕ  ÑÐÅÄÀÕ. I

. , , 2
0

0

2

0 zDxzD
D
xqDq  


 (47)

Âñåãäà   qq , òàê ÷òî è   . Äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâî  xD0
ðàâíîñèëüíî

, 
2

11
42

2

min
xx

xxx



 


 (48)

âûïîëíåíèå êîòîðîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ.
Åñëè 0x , òî zD  , 2

0 2 zD  , 22 zq  , 0q .
Ïî çíà÷åíèÿì   íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ àçèìóòà:

. ,  , arccos 1



 




b (49)

Óãëû   ïîä÷èíåíû çàêîíîìåðíîñòè: óãîë ñ ïëþñîì ëåæèò íà âîñõîäÿùåé
÷àñòè êðèâûõ çàâèñèìîñòåé    , , 1xx  îò  , à ñ ìèíóñîì - íà íèñõîäÿùåé.

Êîíå÷íî, çíà÷åíèÿ   äîëæíû ïîïàäàòü â ñâîè åñòåñòâåííûå ãðàíèöû. Äëÿ
îáîèõ çíàêîâ äîëæíî áûòü 11   , 120 xxq   . Ëåâûå íåðàâåíñòâà âñåãäà
ñïðàâåäëèâû, ïðàâûå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ îäíîãî èëè îáîèõ çíàêîâ. Óñëîâèå
äëÿ áóëüøåãî êîðíÿ 10 2 xxDq   ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó  1dv  , xx , ãäå
ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå

       

  . 44
2
111

2
1

4
11

2
2 ,1 , , ,

1

2

1
2

1
1

1

2

1111dv













































xx
xxxxx

xx
xxx

xx
xxxxxxxxxxx

(50)

Ïðè óñëîâèè dvmin  îáà êîðíÿ (47) äàþò ïðàâèëüíûå çíà÷åíèÿ êîñèíóñîâ

 . Òîëüêî ìåíüøèé îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì, åñëè  1dv  , xx .

4.4. Âèä èíòåãðàëîâ ïî àçèìóòó. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ïåðåìåíû
ïîðÿäêîâ èíòåãðàëîâ â ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ.

Ïóñòü    ,R  ëþáàÿ èç ôóíêöèé, ïîäëåæàùèõ óñðåäíåíèþ.

Ñëó÷àé I. ba
xx
xx




 2
1

2
1

1

1 111Z . Èç ðèñ. 2 I ñëåäóåò, ÷òî

   
 

       .  , , ,
0 , ,0 1






























RddfRddfdRfd ee
xx

e (51)

Ñëó÷àé II. ba
xx
xx

ba 


 2
1

2
1

1

1
1

22 111Z . Â

ýòîì, áîëåå ñëîæíîì ñëó÷àå, èíòåãðàë ïðèõîäèòñÿ ðàçáèâàòü íà òðè:
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   
 

   

       .  , ,

 , ,

0

 , ,0 1





















































RddfRddf

RddfdRfd

ee

e
xx

e
min

(52)

Ñëó÷àé III. 22
1

1

12
1

2
1 111 ba

xx
xx

ba 


 Z .

Òîæå ðàçáèâàåì íà òðè èíòåãðàëà, íî ïðåäåëû äðóãèå:

   
 

   

       .  , ,

 , ,

00

 , ,0 1


















































RddfRddf

RddfdRfd

ee

e
xx

e
min

(53)

Ñëó÷àé IV. ba
xx
xx




 2
1

2
1

1

1 111Z . Â ýòîì ïîñëåäíåì

ñëó÷àå

   
 

       .  , , ,
00 , ,0 1



























RddfRddfdRfd ee
xx

e (54)

4.5. Âûðîæäåííûå ñëó÷àè. Íàðÿäó ñ ïåðå÷èñëåííûìè ÷åòûðüìÿ
õàðàêòåðíûìè ñëó÷àÿìè ðàñïîëîæåíèÿ ïðåäåëîâ èíòåãðàëîâ, èìåþòñÿ íåêîòîðûå
âûäåëåííûå ñëó÷àè, íå ïîäïàäàþùèå ïîä îáùóþ ñõåìó. Óêàæåì èõ.

Îäèí íåîáû÷íûé ñëó÷àé âîçíèêàåò, êîãäà îêàçûâàåòñÿ 1 . Òîãäà a = b,
022  baba , ò.å. ñëèâàþòñÿ ãðàíèöû ìåæäó ñëó÷àÿìè II è III. Îñòàþòñÿ

âñåãî äâå ãðàíèöû: ëåâàÿ 0 è ïðàâàÿ  2122 a . Îòíîøåíèå Z  ìîæåò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ: êðàéíåå 0Z , ïðîìåæóòî÷íûå - ìåæäó ãðàíèöàìè

a 2Z , 10  , òîãäà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëó÷àé II, è a2Z  - ñëó÷àé I, îáà
ñ îïðåäåëåííûìè ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó ÷àñòîòàìè. Ñëó÷àé 0Z  çàñëóæèâàåò
îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

Ïðè 0Z  ÷àñòîòû ðàâíû è óðàâíåíèå (44) ñâîäèòñÿ ê

   

. 
22

, 2cos

, 2-1, 
2

1 ,0 , ,

2

222

2

2

ba
x
zba

b
xza

x
zqqxx







 

(55)

Ýòî ñëó÷àé IV, íî âûðîæäåííûé. Èíòåãðàë ïîëó÷àåòñÿ òàêèì
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   
 

 
 

 
 

  

 
 

  .  ,

 , ,

021

2arccos

0

21

21 , ,0

2

222

2
























dRdf

dRdfdRfd

bax
e

bxzabax

bax
e

xx
e

(56)

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ åùå è óñëîâèå ïðåäûäóùåãî àáçàöà, ò.å. åñëè 1 , òî
a = b è èíòåãðàëû î÷åâèäíûì îáðàçîì óïðîùàþòñÿ.

Åñëè Z  ïîïàäàåò íà ãðàíèöó ìåæäó ñëó÷àÿìè, òî òîæå ïðîèñõîäÿò
óòî÷íåíèÿ ïðåäåëîâ. Ïðè 1Z  ñëèâàþòñÿ ñëó÷àè II è III: ãðàíèöû 
ïîëó÷àþòñÿ ðàâíûìè, ò.å. 



  , è ïîïàäàþò îíè íà ãðàíèöû àçèìóòà.

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííîãî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
íåðàâåíñòâà (43). Èíòåãðàë áóäåò ñîäåðæàòü íå òðè ÷àñòè, à òîëüêî äâå:

   
 

        .  , , ,
0 , ,0
































dRdfdRdfRdfd ee
xx

e
min

(57)

Åñëè ïàðàìåòð Z  ïîïàäàåò íà ãðàíèöû a - b èëè a + b, òî êðèâûå
ôóíêöèè    , , 1xx  â ñâîèõ íèæíèõ òî÷êàõ áóäóò äîñòèãàòü ãðàíèö èçìåíåíèÿ
àçèìóòà è êàñàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíÿ ìèíèìóìà min , ò.å. òî÷êè
ìèíèìóìà ðàñïîëàãàþòñÿ ïðè 0  èëè  . Îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå
íà ãðàíèöàõ èçìåíåíèÿ àçèìóòà îáðàùàþòñÿ â íóëè.

Äëÿ îáëåã÷åíèÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ (33) èçó÷èì îñîáåííîñòè âõîäÿùèõ
â íèõ ôóíêöèé.

5. Îñîáåííîñòè ÔÏ è óãëîâ ïîâîðîòà.

5.1. Îñîáåííîñòè ÔÏ ïðè ðàññåÿíèè âïåðåä. Êîãäà ðàññåÿíèå
ïðîèñõîäèò ïîä óãëàìè, áëèçêèìè ê íóëþ èëè ê  , ò.å. êîãäà   îêîëî ±1,
íåêîòîðûå ñëàãàåìûå â âûðàæåíèÿõ äëÿ ÔÏ îêàçûâàþòñÿ ïî÷òè ðàâíûìè ïî
ìîäóëþ, íî âõîäÿò ñ ðàçíûìè çíàêàìè è ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ ïî
àçèìóòó ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ òî÷íîñòè. ×òîáû ýòîãî èçáåæàòü, ïðåîáðàçóåì
ïðèâåäåííûå âûðàæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ðàññåÿíèå âïåðåä.

Ñëàãàåìîå 2/Q, êîòîðîå âõîäèò â âûðàæåíèå ôóíêöèè (25), à òàêæå â R
b

è, ñëåäîâàòåëüíî, â R
Q
, R

V
 è R, ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ñèíãóëÿðíûì è áóäåò

ðàññìîòðåíî íèæå. Åñëè ýòî ñëàãàåìîå âûäåëèòü, òî âñå ÔÏ ïðè 1
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå, èñêëþ÷àþùåì ïîòåðè
òî÷íîñòè ïðè èõ âû÷èñëåíèè.

Ïîëîæèì 21 u . Òîãäà

    , 12  ,   , 2  ,2  , 22
2

2
2

1
2

1
22

1 ub
u
ba

u
uruxxxxQuxxq 


 


 (58)
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è ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè è îáúåäèíåíèÿ íåêîòîðûõ ñëàãàåìûõ ÔÏ R
a
 è R

c
,

à òàêæå íåñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü R
b
 (îòìå÷àåì ýòè ÷àñòè òèòëîì) ïðèìóò ðåãóëÿ-

ðèçîâàííóþ ôîðìó:

 

        
  , 222

1

22

1
222

33
1

1

u
bbxx

bbbbbbxxbbbbu

bbbbxx
xxRR~ aa






























(59)

  
 

   
 

. 2, 22
2

2

2
1

2

3
11

1 
















bb

u
bbbbxx

xxRu
bbbb

xx
xx
q

Q
R cb (60)

Áîëåå äëèííîé ïîëó÷àåòñÿ íåñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü QRR~ UU 2 , âêëþ÷àþùàÿ
òàêæå R

c
:

 
   

    

. 1
2

222

22
2

4

2
1

1

2222
1

2

2
1

u
bbubbxx

xxR

ubbbb
bb

Q
uxx

xxR~

c

U

















































(61)

5.2. Ðàññåÿíèå íàçàä. Îñîáåííîñòè â ÔÏ ìîãóò âîçíèêàòü è â ñëó÷àå,
êîãäà ðàññåÿíèå ïðîèñõîäèò â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ ïåðâîíà÷àëüíîìó

íàïðàâëåíèþ ôîòîíà, ò.å. ïðè 1 . Ýòî âîçìîæíî, åñëè 1  è  .
Òîãäà îáðàùàåòñÿ â íóëü îòíîøåíèå r (13), ñòîÿùåå â âûðàæåíèÿõ äëÿ ÔÏ
R

c
 è R

U
 â çíàìåíàòåëå. Â îáåèõ ÔÏ âîçíèêàþò íåîïðåäåëåííîñòè, êîòîðûå

òðåáóåòñÿ ðàñêðûòü.
Âïðî÷åì, ïðåîáðàçîâàííîå äëÿ ðàññåÿíèÿ âïåðåä âûðàæåíèå (60) äëÿ

ôóíêöèè R
c
 óæå íà ñîäåðæèò îñîáåííîãî çíàìåíàòåëÿ è ìîæåò áûòü

èñïîëüçîâàíî è ïðè  , áëèçêèõ ê -1.
Äëÿ äðóãîé ÔÏ ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ïðèõîäèòñÿ ââåñòè ðÿä

âñïîìîãàòåëüíûõ îáîçíà÷åíèé:

 
 

       

, 
1

2
11

1
1

3
4
1

, 

2
14

1

2

1

2
1

1
2

1
2

1

2
1

4
1

1

rrr
rQ

r
xx
xxxxrxxxx

xx
xx

Q







 














(62)

    . ,

2
3

2
2
3

2
3

2
2
3

22

2
33

2

33

2

1
.aaaa

r

ra

r

ra

r

























 AA (63)
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     

    . 3

, 
22

1
2

1

3
2

12113

2
21

1
2

1

2
1

1213

Qxxxx

rQQrQrQ
xx
xxrQQxxQ













 

AAA
(64)

Òîãäà ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü R
U
 ïðåäñòàíåò â âèäå

 

  . 121121

122

32
1

2

2

1

1

A
xx
r

aaaaaa

r
xx
xxR

Q
RR~ cUU


























































(65)

Ôîðìàëüíî îñîáåííîñòü ïðè ðàññåÿíèè íàçàä âîçíèêàåò è â ÷àñòÿõ ÔÏ
R

a
 è R

b
, íî òîëüêî â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà x  è 1 . Òîãäà

ñóììà    cos111 2  ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ ïðè 1  è/èëè  ,
à îáå ôóíêöèè è èõ ñóììà îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Îäíàêî ïðè 1
íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ x .

Äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâî (ñì. (21))

 
1

11

1

11
1

11
22

, 11
22

, 1 , ,
xx

xxxx
xx

xxxxxxxx 











 (66)

âîçìîæíî ëèøü ïðè 1xx .

5.3. Îñîáåííîñòè ôóíêöèé óãëîâ ïîâîðîòà . Â òðè ôóíêöèè,
ÿâëÿþùèåñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû (34) (êðîìå    , , , 1xxR ), âõîäÿò êîñèíóñû
è ñèíóñû äâîéíûõ óãëîâ ïîâîðîòà ïîëÿðèçàöèîííûõ áàçèñîâ. Ýòè ôóíêöèè
ïðåäñòàâëÿþòñÿ äðîáÿìè, çíàìåíàòåëè êîòîðûõ ñîäåðæàò ìíîæèòåëè 21  ,

2
11   è 21  . Ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ ïî àçèìóòó ñëåäóåò

ñîáëþäàòü îñòîðîæíîñòü, ÷òîáû íå ïîïàñòü íà îñîáåííîñòü â ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè. Îñîáåííî ýòî îòíîñèòñÿ ê ôóíêöèè, íàõîäÿùåéñÿ â ïðàâîì íèæíåì
óãëó ìàòðèöû, òàê êàê îíà ñîäåðæèò ñëàãàåìîå, èìåþùåå â çíàìåíàòåëå
ôóíêöèþ Q, à òàêæå ïðîèçâåäåíèå âñåõ íåïðèÿòíûõ ìíîæèòåëåé, ò.å.
ïðîèçâåäåíèå    222

1
2 111  . Êîíå÷íî, âõîäÿùèå â âûðàæåíèÿ ýëåìåíòîâ

ìàòðèöû êîñèíóñû, åñòåñòâåííî, íå ïðåâîñõîäÿò ïî ìîäóëþ åäèíèöû, îäíàêî
÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè ïðåäñòàâëÿþùèõ èõ äðîáåé ñîäåðæàò îáðàùàþùèåñÿ
â íóëü ìíîæèòåëè, êîòîðûå íàäî ñîêðàòèòü àíàëèòè÷åñêè. Ýòî çäåñü è
ïðîäåëûâàåòñÿ.

Ñàìûì ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà òðè âåêòîðà 


, 1


 è l

 ëåæàò â

îäíîé ïëîñêîñòè. Óñëîâèåì ýòîãî ïî (8) ñëóæèò ðàâåíñòâî   0sinsinsin 11  .
Òîãäà, ñîãëàñíî (4),     02sin2sin 1  ,     12cos2cos 1  . Ýòîò ñëó÷àé
òðèâèàëåí è åãî èñêëþ÷èì èç äàëüíåéøåãî.

Íà÷íåì îïÿòü ñ ðàññåÿíèÿ âïåðåä è ïîëîæèì 1 . Äëÿ ïðîñòîòû
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 01  . Òîãäà
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 

  , 
2

sin2sincoscossinsin-cos

cos1sinsinsinsincoscos

2

111






(67)

. 
2

sinsinsin2
2

cos21, 
2

sinsinsin2
2

sin21 2
1

22
1

2 









 (68)

ßñíî, ÷òî ïðè 0  è 0  áóäåò 01  .
Ñòðåìëåíèå ê íóëþ àçèìóòà   è ðàçíîñòè ìåæäó óãëàìè  1  ìîæåò

ïðîèñõîäèòü íåçàâèñèìî, íî ñâÿæåì èõ ñîîòíîøåíèåì ñî ñëåäñòâèÿìè

. 
2

sinsin1
2

cos, 
2

sinsin
2

sin 222 





 ss (69)

Îáîçíà÷èì òàêæå îòíîøåíèå ìàëî ðàçëè÷àþùèõñÿ ñèíóñîâ

. 
2

sin
2

sinsin
2

coscos21
sin
sin 21 







 








 ssS (70)

Òîãäà ôóíêöèè óãëîâ ïîâîðîòà   è 1

, 2
cos

2
sincos

cos, 2
cos

sin
D

S

D














sS
(71)

. 2
cos

2
sincos

cos, 2
cos

sin
1

11 DD







s

(72)

Çäåñü

    . 
2

sinsin1 2222




 

 SSD ss (73)

Êàê è ó ÔÏ, îñîáåííîñòü âîçíèêàåò ó óãëîâ ïîâîðîòà è ïðè ðàññåÿíèè
íàçàä, êîãäà 1 ,  . Ïóñòü 1 ,   ìàëî. Ðàññìîòðèì àçèìóòû,
áëèçêèå ê  , ò.å. ââåäåì áëèçêîå ê íóëþ  . Òîãäà ìàëûì îêàçûâàåòñÿ

2sin2cos  . Ñíîâà ïîëîæèì 2sinsin2sin  s .
Â ðåãóëÿðèçîâàííîì âèäå ýòè æå ôóíêöèè ñîâåðøåííî ñõîæè ñ ïîëó÷àþ-

ùèìèñÿ ïðè ðàññåÿíèè âïåðåä:

. 2
sincos

2
cos

cos, 2
cos

sin
D

S

D

S 






s

(74)

Íî, êîíå÷íî, çäåñü âìåñòî   ñòîèò  , êàê è â âûðàæåíèÿõ äëÿ S  è D .
Äëÿ âòîðîãî óãëà

. 2
cos

sin, 2
sincos

2
cos

cos 1

1

1 DD








s

(75)
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Ôóíêöèè äâîéíûõ óãëîâ âû÷èñëÿþòñÿ ïî èçâåñòíûì èõ âûðàæåíèÿì.

5.4. Îñîáåííîñòü ñëàãàåìîãî 2/Q. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, íàèáîëåå
ñèíãóëÿðíûì ÿâëÿåòñÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèÿõ äëÿ R

b
 è R

U
. Îíî íå

çàâèñèò îò ýíåðãèè ýëåêòðîíà, òàê ÷òî èíòåãðàë îò íåãî ïî ýíåðãèè ðàâåí
ïðîñòî åìó ñàìîìó, óìíîæåííîìó íà èíòåãðàë îò ÔÐ â ïðåäåëàõ îò    , , 1xx
äî áåñêîíå÷íîñòè. Íèæíèé ïðåäåë ýòîãî èíòåãðàëà âåäåò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó ïðè

1xx   è 1xx  . Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ïðè   011  xxq

     






















 . если, 1

, если, 
422

2
1 , ,

1

1
2

12
111 xx

xx
q
xxqxxxxxx (76)

Ïîýòîìó, òàê êàê ÔÐ äîëæíà óáûâàòü ñ ðîñòîì ýíåðãèè äîñòàòî÷íî áûñòðî
ïðè 0q

 
 



 







 , , 1

1

1
. если, 
, если, 02

xx
e xx

xx
df

Q (77)

Èíòåãðàë ïî x ïðè çàêðåïëåííîì q êîíå÷åí è îò q íå çàâèñèò. Äåéñòâèòåëüíî,

 
 

    . ln
2

2

1

2

2
2

1

24221
2

2

2

2

















 
















z
zdf

qx

dxdf

df
qx

dx

e

qxzq

qxzq
e

qqxx

e

(78)

Âñå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå (77) ïðîïîðöèîíàëüíî  1xx , ò.å.
ñèíãóëÿðíî, ïðè÷åì êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë
(78). Íî èìåííî îò ðàññìàòðèâàåìîãî ñëàãàåìîãî èíòåãðàë ïî àçèìóòó óäàåòñÿ
âûðàçèòü ÷åðåç èçâåñòíûå ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè. Ðåçóëüòàò è âû÷èñëåíèÿ
áóäóò ïðèâåäåíû âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû.

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
e-mail: dinagirner@gmail.com
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COMPTON SCATTERING IN PLANE MEDIA:
POLARIZATION OF RADIATION AND AZIMUTH

INDEPENDENCE. I. THEORY

D.I.NAGIRNER, S.I.GRACHEV

The Compton scattering of polarized radiation by nondegenerate and nonpolarized
electron gas is considered. For photon of definite momentum two polarization bases
are introduced: external connected with the geometry of medium and internal
connected with scattering act. Beginning from general relativistic kinetic equation
which describes multiple action of the mechanism and takes into account induced
scattering we show that describing of time- and azimuth independent radiation field
in plane slab two Stocks parameters of linear polarization are sufficient. The
singularities are exposed of functions describing redistribution of radiation in
frequency and direction and rotation angles between bases when photons are scattered
forward and backward. The algorithm is proposed for elimination of singularities
during azimuth averaging.

Keywords: radiative transfer: Stokes parameters: Compton scattering: frequency
      redistribution functions
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