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Ðàññìîòðåííàÿ àâòîðîì êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ î âûõîäå êâàíòà èç
ïîëóáåñêîíå÷íîé ðàññåèâàþùåé è ïîãëîùàþùåé àòìîñôåðû îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà
ïðèíèìàåòñÿ â ðàñ÷åò âðåìÿ, ðàñõîäóåìîå êâàíòàìè íà ìíîãîêðàòíîå ðàññåÿíèå â íåé. Ñòàâèòñÿ
âîïðîñ î âîçìîæíîñòè âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è è îáîáùåíèè êâàäðàòè÷íûõ è
áèëèíåéíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ïîëó÷åííûõ â ñòàöèîíàðíîé çàäà÷å. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè
îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷à íå äîïóñêàåò óêàçàííóþ ôîðìóëèðîâêó ââèäó íåïîòåíöèàëüíîñòè
ïîÿâëÿþùåãîñÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, îäíàêî îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîé â ÷àñòíîì
ñëó÷àå êîíñåðâàòèâíîãî ðàññåÿíèÿ. Ïîëó÷åííûå äâà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ îòðàæàþò ôàêò
îäíîðîäíîñòè ñðåäû è èçîòðîïíîñòè âðåìåíè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàâèñÿùèé îò âðåìåíè ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ: âàðèàöèîííàÿ
çàäà÷à: êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ: ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà:
çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

1. Ââåäåíèå. Èçó÷åíèå òîãî èëè èíîãî ôèçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ îáû÷íî
íà÷èíàåòñÿ ñ åãî îïèñàíèÿ, ìîäåëèðîâàíèÿ è ñâåäåíèÿ â êîíå÷íîì ñ÷åòå ê
ðåøåíèþ íåêîòîðîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è ïðè îïðåäåëåííûõ íà÷àëüíûõ èëè
ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ýòî îáû÷íî ïðåäøåñòâóåò ïîïûòêàì ôîðìóëèðîâàòü
âàðèàöèîííûé ïðèíöèï è íàéòè òàêîé ôóíêöèîíàë, ñòàöèîíàðíûå òî÷êè
êîòîðîãî ñîîòâåòñòâîâàëè ïîëó÷åííûì îïèñàòåëüíûì óðàâíåíèÿì. Ïîñëåäíåå
èçâåñòíî êàê îáðàòíàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, îñíîâíûì âîïðîñîì
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñàìî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ôóíêöèîíàëà. Îòâåò íà íåãî
áûë äàí Âàéíáåðãîì [1], êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî äëÿ åãî ñóùåñòâîâàíèÿ
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð â óðàâíåíèÿõ áûë ñàìîñîïðÿ-
æåííûì (ïîòåíöèàëüíûì). Â ðàáîòå [2] äàííûé ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí íà
ñëó÷àé èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñ êîòîðûìè ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ
èìåòü äåëî â òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Âû÷èñëèòåëüíûå ôîðìóëû äëÿ
ïðîâåðêè ïîòåíöèàëüíîñòè îïåðàòîðîâ áûëè ïðåäëîæåíû â [3,4].

Ñóùåñòâîâàëè äâå ðàçíûå òåíäåíöèè â îöåíêå âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà. Ñ
îäíîé ñòîðîíû, âûñêàçûâàëîñü ìíåíèå, ÷òî âàðèàöèîííûé ïîäõîä â îáùåé
ñëîæíîñòè íåñåò â ñåáå íåìíîãî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè è íå èìååò
ñàìîñòîÿòåëüíîãî çíà÷åíèÿ, â òî æå âðåìÿ âûäâèãàëîñü è ïðîòèâîïîëîæíîå
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ìíåíèå, ñ÷èòàþùåå, ÷òî èññëåäîâàíèå ÿâëåíèé ñëåäóåò íà÷èíàòü ðàññìàòðèâàòü
èìåííî â ðàìêàõ âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà.

Â îáëàñòè òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ òàêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðèäåðæèâàëñÿ,
â ÷àñòíîñòè, Ïðàéçåíäîðôåð [5], ñ÷èòàþùèé, ÷òî äàííàÿ òåîðèÿ äîëæíà
îñíîâûâàòüñÿ íà ïðèíöèïå èíâàðèàíòíîñòè Àìáàðöóìÿíà, èç êîòîðîãî â
êà÷åñòâå íåêîòîðûõ çàêîíîâ äîëæíû âûòåêàòü óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.
Íà ñàìîì äåëå âàðèàöèîííûé èíòåãðàë è ïëîòíîñòü Ëàãðàíæèàíà ñîäåðæàò
âàæíóþ èíôîðìàöèþ î íàèáîëåå îáùèõ ñâîéñòâàõ è çàêîíîìåðíîñòÿõ, ïðèñóùèõ
çàäà÷å, î ñèììåòðèè è ñâÿçàííûõ ñ íåþ çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ è ò.ä. Ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ, êàê, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ôèçèêè ñïëîøíîé ñðåäû,
âàðèàöèîííûé ïóòü ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñòðîãèì ïîäõîäîì ê èõ ðåøåíèþ [6].

Ïåðâûå ðàáîòû ïî ïðèìåíåíèþ âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà â çàäà÷àõ òåîðèè
ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ [7-9] ïîÿâèëèñü â ñâÿçè ñ âîïðîñîì, ïîäíÿòûì Ðàéáèêè
â [10,11] â ñâÿçè ñ ïîëó÷åííûìè èì íåëèíåéíûìè èíòåãðàëàìè óðàâíåíèé
ïåðåíîñà. Ïîÿâëåíèå íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèìè Í è Ê - èíòåãðàëàìè Q è R (â
îáîçíà÷åíèÿõ àâòîðà) êâàäðàòè÷íûõ è áèëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ äèêòîâàëî
íåîáõîäèìîñòü âûÿâëåíèÿ èõ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà, õîòÿ èìåëèñü ïîäîçðåíèÿ,
÷òî ïîñëåäíèå êàêèì-òî îáðàçîì ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ ïðèíöèïîì èíâàðèàíò-
íîñòè. Â äàëüíåéøåì ýòè ðåçóëüòàòû áûëè îáîáùåíû â [12,7]. Â ïåðâîì èç
íèõ áûëè ïîëó÷åíû, òàê íàçûâàåìûå, äâóõòî÷å÷íûå èíòåãðàëû, êîòîðûå ñâÿçûâàëè
ìåæäó ñîáîé îäèíàêîâî íàïðàâëåííûå èíòåíñèâíîñòè íà ðàçíûõ ãëóáèíàõ â
ñðåäå, à âî âòîðîì ïîëó÷åíû åùå áîëåå îáùèå äâóõòî÷å÷íûå áèëèíåéíûå
ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå óñòàíàâëèâàëè ñâÿçü ìåæäó ïîëÿìè èçëó÷åíèÿ, îòíîñÿ-
ùèìèñÿ ê ñðåäàì ñ îòëè÷àþùèìèñÿ îïòè÷åñêèìè òîëùèíàìè. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü,
÷òî âûâîä íåëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ â ðàáîòå [7] îïèðàëñÿ íà èçâåñòíîå óðàâíåíèå
Àìáàðöóìÿíà äëÿ ôóíêöèè îòðàæåíèÿ îò ïîëóáåñêîíå÷íîé àòìîñôåðû,
ïîëó÷åííîå èì íà îñíîâå ôèçè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñôîðìóëè-
ðîâàííîãî èì ïðèíöèïà èíâàðèàíòíîñòè [13,14], èìåííî ïîýòîìó èçó÷àåìûå
íåëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ òàêæå ìîæíî âûâåñòè àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì
íåïîñðåäñòâåííî. Òàêæå â ðàáîòå [7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ãðóïïà
çàäà÷ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé íåëèíåéíûìè
ñîîòíîøåíèÿìè è ðÿäîì äðóãèõ îáùèõ ñâîéñòâ. Ïîïûòêè ôèçè÷åñêîé
èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷àåìûõ êâàäðàòè÷íûõ ñîîòíîøåíèé áûëè ñäåëàíû â [15].

Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííîãî
ïðèíöèïà ê òèïè÷íîé, çàâèñÿùèåé îò âðåìåíè, çàäà÷å òåîðèè ïåðåíîñà
èçëó÷åíèÿ â ïîëóáåñêîíå÷íîé àòìîñôåðå. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, òàêîãî
ðîäà ïîïûòêà â òåîðèè íåñòàöèîíàðíîãî ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ äåëàåòñÿ âïåðâûå.
Ñíà÷àëà âî âòîðîì ðàçäåëå êîðîòêî íàïîìèíàþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
ðàíåå äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è, îäíàêî ïðèâîäèòñÿ è ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ,
â ÷àñòíîñòè, äàåòñÿ âûâîä ñèñòåìû êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îáñóæäàþòñÿ
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âîçìîæíûå ôèçè÷åñêèå òðàêòîâêè ïîëó÷àåìîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ. Àíàëîãè÷íàÿ
çàäà÷à ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ðàññìàòðèâàåòñÿ â òðåòüåì ðàçäåëå.
Â Çàêëþ÷åíèè îáñóæäàþòñÿ ðîëü è çíà÷åíèå ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé è ñîîò-
âåòñòâóþùèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â öåëîì.

2. Ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à ïåðåíîñà ëó÷èñòîé ýíåðãèè â
ïîãëîùàþùåé è èçîòðîïíî ðàññåèâàþùåé ïîëóáåñêîíå÷íîé
àòìîñôåðå. Âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è áûëà äàíà  íàìè â ðàáîòå
[9]. Îòñûëàÿ ÷èòàòåëÿ çà ïîäðîáíîñòÿìè ê óïîìÿíóòîé ðàáîòå, ïðèâåäåì
çäåñü ÷àñòü ïîëó÷åííûõ â íåé ðåçóëüòàòîâ ñ íåêîòîðûìè äîïîëíåíèÿìè,
íåîáõîäèìûìè äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòè    , ,P
âûõîäà èç ñðåäû êâàíòà, ïåðâîíà÷àëüíî äâèæóùåãîñÿ â íåé íà çàäàííîé
ãëóáèíå   â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè   (  - êîñèíóñ óãëà âûõîäà, îòñ÷è-
òûâàåìîãî îò âíåøíåé íîðìàëè ñðåäû). Âàæíîñòü çàäà÷è î÷åâèäíà è
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïîëå âûõîäÿùåãî
èç ñðåäû èçëó÷åíèÿ ïðè ëþáîì ðàñïðåäåëåíèè âíóòðåííèõ ñòàöèîíàðíûõ
èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñâîäèòñÿ ê
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
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Ìû âèäèì, ÷òî êàê óðàâíåíèå ïåðåíîñà, òàê è ïëîòíîñòü Ëàãðàíæèàíà ÿâíûì
îáðàçîì íå çàâèñÿò îò îïòè÷åñêîé ãëóáèíû, äðóãèìè ñëîâàìè,   ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêîé ïåðåìåííîé è ôîðìà ñîîòíîøåíèé (1), (3) èíâàðèàíòíà îòíî-
ñèòåëüíî ñäâèãà ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ôèçè÷åñêè
ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðåäïîëîæåíèÿ îá îäíîðîäíîñòè ñðåäû. Â ñîîòâåòñòâèè
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ñ (1) è (2) óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
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Ïîëó÷åííûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå [18]. Äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé àòìîñôåðû
çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé ðàâíî íóëþ, è ìû ïðèõîäèì ê ñîîòíî-
øåíèþ, âûòåêàþùåãî èç ïðèíöèïà èíâàðèàíòíîñòè Àìáàðöóìÿíà. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, îíî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êâàäðàòè÷íîãî Q - èíòåãðàëà, ïîëó÷åííîãî
â [10] íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèé ïåðåíîñà. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå
ïåðåíîñà è ïëîòíîñòü Ëàãðàíæèàíà ÿâíûì îáðàçîì íå çàâèñÿò òàêæå îò
ïåðåìåííîé  , ÷åìó ñîîòâåòñòâóåò àíàëîã çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ.

Ïîëó÷åííûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ôèçè÷åñêè ìîæåò áûòü èñòîëêîâàí ïî-
ðàçíîìó. Íàïðèìåð, îäíà èç âîçìîæíûõ òðàêòîâîê âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ
(8) â ñëó÷àå ïîëóáåñêîíå÷íîé àòìîñôåðû, åñëè çàïèñàòü åãî â âèäå (ñì.,
òàêæå [19])

      . 
2

 , , , , , ,
21

1

1

1













 



dPdPP (9)

Âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè
ìåæäó âåðîÿòíîñòÿìè âûõîäà èç ñðåäû  êâàíòîâ, äâèæóùèõñÿ â ñðåäå â äâóõ
âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, è åãî çíà÷åíèå íåçàâèñèìî îò
ãëóáèíû â îäíîðîäíîé àòìîñôåðå çàäàåòñÿ âåëè÷èíîé  .
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Äðóãóþ ôèçè÷åñêóþ òðàêòîâêó ìîæíî äàòü íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ (7),
ïðåäâàðèòåëüíî çàïèñàâ åãî â âèäå

      .  , , ,4 , ,
1

0

22
1

0

22   dUd (10)

Äàííîå ðàâåíñòâî ñîäåðæèò êâàäðàòè÷íî ôóíêöèþ ïîëÿ   è åå ïðîèçâîäíóþ
ïî ãëóáèíå â àòìîñôåðå. Âûðàæåíèå ñëåâà õàðàêòåðèçóåò ýíåðãèþ ïîëÿ
èçëó÷åíèÿ íà òîé èëè èíîé ãëóáèíå ñðåäû (àíàëîã ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè),
â òî æå âðåìÿ âåëè÷èíà â ïðàâîé ÷àñòè îïèñûâàåò ýíåðãèþ ïîòîêà èçëó÷åíèÿ
(àíàëîã êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè). Åñëè ïåðåéòè îò âåðîÿòíîñòåé ê èíòåíñèâ-
íîñòÿì, òî ðàâåíñòâî (10) ïîêàçûâàåò áàëàíñ ìåæäó ñîäåðæàíèåì ëó÷èñòîé
ýíåðãèè  íà äàííîé ãëóáèíå è åãî èçìåíåíèåì ñ ãëóáèíîé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ è åå ïðèëîæåíèÿõ,
â òîì ÷èñëå â àñòðîôèçèêå, õîðîøî èçâåñòíû ðàçëè÷íûå óðàâíåíèÿ èëè
ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ìàòåìàòè÷åñêèì ïóòåì èëè íåïîñðåäñòâåííî íà
îñíîâå ôèçè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íå ÷òî èíîå,
êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Îäíèì èç òàêèõ ïðèìåðîâ ÿâëÿåòñÿ
õîðîøî èçâåñòíîå â àñòðîôèçèêå óðàâíåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ îò
ïîëóáåñêîíå÷íîé àòìîñôåðû, ïîëó÷åííîå ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà èíâàðèàíò-
íîñòè [13,20,21].

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà ïðèâåäåì òàêæå, òàê íàçûâàåìóþ, êàíîíè-
÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèÿ Ýéëåðà. Äëÿ ýòîãî ââåäåì îáîçíà÷åíèå  Lp .
Òîãäà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî   LLH , íàõîäèì
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(11)

Ýòî è åñòü ïåðâîå èç èñêîìûõ óðàâíåíèé êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ p ïî îïòè÷åñêîé ãëóáèíå
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(12)

èëè

. 2UH
d
dp








(13)

Óðàâíåíèÿ (11) è (13) îáðàçóþò èñêîìóþ êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà.

3. Çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè çàäà÷à î ïåðåíîñå èçëó÷åíèÿ â
ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäå. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû îáñóäèì âîïðîñ î
âîçìîæíîñòè âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ,
ÿâëÿþùåéñÿ àíàëîãîì ðàññìîòðåííîé âûøå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è, êîãäà
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ïðèíèìàåòñÿ â ðàñ÷åò âðåìÿ, ðàñõîäóåìîå êâàíòàìè â ïðîöåññå ìíîãîêðàòíîãî
ðàññåÿíèÿ â ñðåäå.

Â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ïåðåíîñà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

, 1
 P

dt
dP

c (14)

ãäå   è   - îáúåìíûå êîýôôèöèåíòû ïîãëîùåíèÿ è èçëó÷åíèÿ. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî êâàíòû ïðè äèôôóçèè â ñðåäå òðàòÿò âðåìÿ êàê íà ïðåáûâàíèå
â ïîãëîùåííîì ñîñòîÿíèè, òàê è íà ïðîáåã ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè
àêòàìè ðàññåÿíèÿ. Ñðåäíèå âðåìåíà, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì óêàçàííûì ïðîöåññàì,
îáîçíà÷èì ÷åðåç t1 è t2. Òîãäà äëÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èìååì

, 
21
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ttt
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 (15)

ãäå s - ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà âäîëü íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
èçëó÷åíèÿ. Óðàâíåíèå (14) ïðèîáðåòåò âèä
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c (16)

Äåëÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà  , ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ct 12  [19], ïîëó÷èì

, 
21

21














PP

t
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tt
tt

(17)

ãäå ìû ââåëè îïòè÷åñêóþ ãëóáèíó   òàê, ÷òî  s . Êàê áûëî
ïîêàçàíî â [23], âåëè÷èíà  2121 ttttt   ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ ñðåäíåå âðåìÿ,
ïðîâîäèìîå ôîòîíàìè â ñðåäå ñ ó÷åòîì îáîèõ âûøåóêàçàííûõ ïðîöåññîâ
òðàòû âðåìåíè. Ââåäÿ áåçðàçìåðíóþ âðåìåííóþ ïåðåìåííóþ tt , íàõîäèì
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 , , , dPPPP
(18)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å

  .dP
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  , , ,
2 (19)

Äëÿ ñëó÷àÿ êîíñåðâàòèâíîãî ðàññåÿíèÿ íåòðóäíî ïîëó÷èòü àíàëîãè èçâåñòíûõ
H è K - èíòåãðàëîâ (ñì. òàêæå [22])

, 
4
1, 
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(20)

ãäå
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1, 2, 
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1
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 dPKdPFHPdJ (21)

Îáðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ (18), ïåðåïèøåì åãî, êàê è âûøå â ñòàöèîíàðíîé
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çàäà÷å, â ðàçäåëåííîì âèäå, ââåäÿ äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèÿ    , , ,P
   , , ,P ,      , , , , , , PP
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 , , , (23)

Ñêëàäûâàÿ è âû÷èòûâàÿ äðóã îò äðóãà óðàâíåíèÿ (22) è (23), èìååì

    ,  , , , , , ,
1

0
 






 d (24)

  ,  , , , 







(25)

ãäå  PP ,  PP .
Äàëåå, ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (24) ïî  , à óðàâíåíèå (25) - ïî

 , ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæèâ åãî íà  . Òîãäà ïîñëå ñëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ, íàõîäèì

. 2
1

0
2

2

2

2
2  























 d (26)

Óðàâíåíèå (26) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
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 d (27)

Åñëè òåïåðü ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ  e~
 è ó÷åñòü, ÷òî
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(28)

òî ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà âðåìåííóþ ýêñïîíåíòó
íàõîäèì
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2
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(29)

Ýòî è åñòü îêîí÷àòåëüíûé âèä èñêîìîãî óðàâíåíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ åñòåñòâåííûì
îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ (1) äëÿ çàâèñÿùåé îò âðåìåíè çàäà÷å ïåðåíîñà èçëó-
÷åíèÿ, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Êàê ìîæíî áûëî îæèäàòü,
òåïåðü ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, êîòîðîå, îäíàêî, ñîäåðæèò íåïîòåí-
öèàëüíûé îïåðàòîð, ñâÿçàííûé ñ ïîÿâëåíèåì â ïðàâîé ÷àñòè (29) ïåðâîé
ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ôóíêöèè ~  [1,4]. Îòñþäà ñëåäóåò çàêëþ÷èòü, ÷òî
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ïðè ñâîåé îáùåé, çàâèñÿùåé îò âðåìåíè, ïîñòàíîâêå ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè
çàäà÷à íå äîïóñêàåò âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè. Òåì íå ìåíåå, â íåêîòîðûõ
÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ òàêàÿ ôîðìóëèðîâêà âñå-òàêè îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé îäíîìåðíûé àíàëîã íàøåé
çàäà÷è â ñëó÷àå  êîíñåðâàòèâíîãî ðàññåÿíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèÿ (20)
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

. 02, 














(30)

Íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, êâàäðàòè÷íûõ
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ïîëÿ   è åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ ýòîãî, ñëåäóÿ
[22], âûðàçèì ôóíêöèþ ïîëÿ è åå ïðîèçâîäíóþ ïî ãëóáèíå ÷åðåç âñïîìî-
ãàòåëüíóþ ôóíêöèþ f  ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé

. , 















  feffe (31)

Ïðè òàêîì âûáîðå ôóíêöèé   è   âòîðîå èç ðàâåíñòâ (30) óäîâëåòâîðÿåòñÿ
òîæäåñòâåííî, ÷òî æå êàñàåòñÿ ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ, òî îíî ïåðåõîäèò â
íåîäíîðîäíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f

. 2
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2

2
fff










(32)

Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â (32) ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì è ïîýòîìó
äîïóñêàåò âàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë ñ Ëàãðàíæèàíîì

    , 222
  fffL (33)

è ñîîòâåòñòâóþùèì åìó óðàâíåíèåì Ýéëåðà-Ëàãðàíæà

. 0
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d

f
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d
d

(34)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè âûáðàííîì âûðàæåíèè äëÿ ïëîòíîñòè Ëàãðàí-
æèàíà óðàâíåíèå (34) ñîîòâåòñòâóåò èñõîäíîìó îïèñàòåëüíîìó óðàâíåíèþ
çàäà÷è (32).

Ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà è ñîîòâåòñòâóþùèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ íàõîäÿòñÿ â
ðåçóëüòàòå âàðèàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèîíàëîâ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî êàê
Ëàãðàíæèàí, òàê è óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà, íå çàâèñÿò ÿâíûì îáðàçîì
îò îïòè÷åñêîé òîëùèíû   è âðåìåíè   - ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè
êîîðäèíàòàìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, îñíîâíûå óðàâíåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñè-
òåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè. Ñîîòâåòñòâåííî
íàì ñëåäóåò èìåòü äåëî ñ âàðèàöèåé äâóõ ôóíêöèîíàëîâ.

Ïðèìåíèì ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà ñíà÷àëà äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû

  . 0 , ,   dfffL (35)
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Îïóñêàÿ â âûðàæåíèè äëÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé L
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ñëàãàåìóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî  , è ïîäñòàâëÿÿ â íåé
âìåñòî fL   åãî çíà÷åíèå èç (34), ïîñëå ðÿäà íåñëîæíûõ âûêëàäîê íàõîäèì

,const 1 
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èëè

  .const 2   fff (38)

Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà ïî âðåìåííîé
êîîðäèíàòå

  , 0 , ,   dfffL (39)

ïîëó÷àåì

const 2 















 


f
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f
LLH (40)

èëè

  .const 22   fff (41)

Êîíñòàíòû â ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ (37)-(38) ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè ïî
îïòè÷åñêîé ãëóáèíå, íî, ðàçóìååòñÿ, ìîãóò çàâèñåòü îò  . Òî÷íî òàê æå
ïîñòîÿííûå â çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ (40), (41) ìîãóò çàâèñåòü îò ïðîñòðàíñòâåííîé
êîîðäèíàòû. Òàêèì îáðàçîì îáà ïîëó÷åííûõ çàêîíà ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè îò
êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, îïðåäåëÿþùèõ ïîìèìî ôóíêöèè ïîëÿ òàêæå åå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè è îïòè÷åñêîé ãëóáèíå. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ (38)
äåéñòâóåò äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè è ôèçè÷åñêè îòðàæàåò ôàêò îäíî-
ðîäíîñòè ñðåäû è èíâàðèàíòíîñòü çàäà÷è îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïðîñòðàíñòâåííîé øêàëû êîîðäèíàò (gauge transformation). Ïîëó÷åííûé çàêîí
òàêæå, êàê è åãî ñòàöèîíàðíûé àíàëîã, ñîîòâåòñòâóåò çàêîíó êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå. Â ñòàöèîíàðíîé çàäà÷å ïðîèçâîäíàÿ ïî
âðåìåíè îòñóòñòâóåò è ñîîòíîøåíèå (38) îòðàæàåò ôàêò ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà
èçëó÷åíèÿ â ñðåäå ïðè êîíñåðâàòèâíîì ðàññåÿíèè, ÷òî ñëåäóåò óæå èç ïåðâîãî
ñîîòíîøåíèÿ (30). Â äàííîì ñëó÷àå êàê f , òàê è f  ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè
ôóíêöèÿìè îò îïòè÷åñêîé ãëóáèíû. Ôèçè÷åñêè áîëåå ñîäåðæàòåëüíûì ìîæíî
ñ÷èòàòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ (41), âûòåêàþùèé  èç èçîòðîïíîñòè âðåìåíè, è â
ýòîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â ìåõàíèêå. Îí
îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó, îñòàþùóþñÿ íåèçìåííîé íà êàæäîé îïòè÷åñêîé ãëóáèíå
ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ (38) è (41),
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áóäó÷è îáîáùåíèåì ïîëó÷åííîãî â [8] êâàäðàòè÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ, ìîãóò, â
ñâîþ î÷åðåäü, ïîñëóæèòü îòïðàâíûì ïóíêòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå îáùèõ
áèëèíåéíûõ, äâóõòî÷å÷íûõ è ïðî÷èõ ñîîòíîøåíèé (ñì., [1,6,7,11]). Çàäà÷à ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ôóíêöèè f â ðàññìàòðèâàåìîì ÷àñòíîì ñëó÷àå
êîíñåðâàòèâíîãî ðàññåÿíèÿ â êîíå÷íîé ñðåäå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà
äèñêðåòíûõ îðäèíàò ðàññìîòðåíà â [22]. Òî÷íîìó ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è â
îáùåé ñâîåé ïîñòàíîâêå áóäåò ïîñâÿùåíà îäíà èç ïîñëåäóþùèõ ðàáîò àâòîðà.

4. Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ðàáîòå íà ïðèìåðå îäíîé òèïè÷íîé çàäà÷è
ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ïîëóáåñêîíå÷íîé àòìîñôåðå ðàññìîòðåí âîïðîñ î
âîçìîæíîñòè âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè åå â ñëó÷àå, êîãäà ïðèíèìàåòñÿ â
ðàñ÷åò âðåìÿ, ïðîâîäèìîå êâàíòàìè â ïðîöåññå ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â
ñðåäå. Îò íåå çàâèñèò ñóùåñòâîâàíèå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íûìè
ôîðìàìè ôóíêöèè ïîëÿ è åå ïðîèçâîäíûõ, îáîáùàþùèõ èçâåñòíûå çàêîíû,
ïîëó÷åííûå äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è. Êàê áûëî ïîêàçàíî, ïðè îáùåé ïîñòà-
íîâêå çàäà÷à íå äîïóñêàåò ëàãðàíæåâóþ ôîìóëèðîâêó ââèäó íåïîòåíöèàëüíîñòè
ïîÿâëÿþùåãîñÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà. Â òî æå âðåìÿ òàêàÿ
ôîðìóëèðîâêà ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíîé â ÷àñòíîì ñëó÷àå êîíñåðâàòèâíîãî
ðàññåÿíèÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èìåþò ìåñòî çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, îòðàæàþùèå
ôàêòû îäíîðîäíîñòè ñðåäû è èçîòðîïíîñòè âðåìåíè.
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CONSERVATION LAWS IN TIME-DEPENDENT
PROBLEMS OF RADIATIVE TRANSFER

A.G.NIKOGHOSSIAN

The classical problem of radiation transfer of the quantum escape from a semi-
infinite scattering and absorbing atmosphere considered earlier by the author is
generalized to the case when the time spent by quanta on multiple scattering is
taken into account. The question about the possibility of variational formulation
of the problem and generalization of the quadratic and bilinear conservation laws,
obtained in the stationary problem, is raised. It is shown that in its general
formulation the problem does not admit the above formulation in view of the non-
potentiality of the appearing differential operator, but it appears possible in the
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particular case of conservative scattering. The obtained two laws of conservation
reflect the fact of homogeneity of the medium and isotropy of time.

Keywords: time-dependent radiative transfer: variational principle: Hamilton's
principle: conservation laws

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. M.M.Vainberg, Variational Methods for the Study of Non-Linear Operators,
Holden Day, San Francisco, 1964.

2. M.Tavel, Transport Theory Stat. Phys., 1, 271, 1971.
3. E.Tonti, Acad. R. Belg. (Classes des Sci), 55, 137, 1969.
4. R.W.Averton, G.M.Homsy, Stud. Appl. Math., 65, 31, 1975.
5. R.W.Preisendorfer, Hydrologic Optics, vol.4, Honolulu, Havai: US dep. Of

Commerce.
6. P.Bumpi, A.Moro, J. Math. Phys., 23, 2312, 1982.
7. A.G.Nikoghossian, Astrophys. J., 483, 849, 1997.
8. R.A.Krikorian, A.G.Nikoghossian, J. Quant. Spectrosc. Radiat. Transfer, 56,

465, 1996.
9. A.G.Nikoghossian, J. Quant. Spectrosc. Radiat Transfer, 61, 345, 1999.
10. G.B.Rybicki, Astrophys. J., 213, 165, 1977.
11. G.B.Rybicki, Private communication, 1998.
12. Â.Â.Èâàíîâ, Àñòðîí. æ., 55, 1072, 1978.
13. Â.À.Àìáàðöóìÿí, Íàó÷íûå òðóäû, ò.1, Èçä. ÀÍ Àðì ÑÑÐ, Åðåâàí, 1960.
14. Â.À.Àìáàðöóìÿí, ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 38, 257, 1943.
15. I.Hubeny, Astron. Astrophys., 185, 336, 1987.
16. D.Anderson, J. Inst. Math. Applic., 12, 55, 1973.
17. È.Ì.Ãåëüôàíä, Ñ.Â.Ôîìèí, Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå, Ì., Ãîñèçäàò. Ôèç.-

ìàò. Ëèò., 1961.
18. Äæ.Ó.Ëè÷, Êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà, Ì., Èçä. Èíîñòð. Ëèò., 1961.
19. A.Ã.Íèêîãîñÿí, Àñòðîôèçèêà, 38, 577, 1995, (Astrophysics, 38, 319, 1995).
20. Â.Â.Ñîáîëåâ, Ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ â àòìîñôåðàõ çâåçä è ïëàíåò, Ì.,

Ãîñòåõèçäàò, 1956.
21. Ñ.×àíäðàñåêàð, Ïåðåíîñ ëó÷èñòîé ýíåðãèè, Ì., Èçä. Èíîñòð. Ëèò., 1953.
22. A.D.Code, Astrophys. J., 159, 1029, 1970.
23. À.Ã.Íèêîãîñÿí, Àñòðîôèçèêà, 64, 537, 2021, (Astrophysics, 64, 490, 2021).


