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ГИДРАВЛИКА

С. М КАЗАРЯН

ДВИЖЕНИЕ ПОДЗЕМНЫХ ВОД К СКВАЖИНЕ 
В НЕОДНОРОДНО-СЛОИСТОМ ПЛАСТЕ ПРИ ОТКАЧКЕ 

ИЗ НИЖНЕГО НАПОРНОГО ВОДОНОСНОГО ГОРИЗОНТА

Дается аналитическое решение задачи о нсустановившемся движе
нии надземных вод к скважине в неограниченной трехслойной гидрав
лически связанной среде (рис. I) с учетом инфильтрации и перетека
ния при жестком режиме в плохо .проницаемых слоях. Краевыми усло
виями .предусматривается отбор воды только из нижнего напорного го
ризонта с постоянным и переменным расходами.

Процесс нестационарной фильтрации описывается следующей си
стемой дифференциальных уравнений [1]:

~ -S’o) ~ е — J 
ot

MS։֊*։)֊ *. (S,֊50) = —; (i)
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где ил — коэффициент пьезопроводности (/ —- 1, 2) верхнего (I) и ниж
него (II) напорных водоносных горизонтов; Ь1 — коэффициент перете
кания; — понижение уровня подземных вод в любой точке покров
ного I и II водоносных горизонтов в любой момент времени (7=0, 1,2):

{кт)։
а, =-----—; /г — Л° • ь = А> •

։“м;։ 1 ՝
(2)

*<>=֊֊֊ 
Мо

0 = "к ֊ ('. О-
Здесь (А?п)£ = Т1 (I — 1. 2) - водопрозодимость I и II напорных пла
стов; и' - коэффициент упругой водоотдачи этих же слоев |2); Хв. Х։ 
и й0, //։- коэффициенты фильтрации и мощности соответственно, раз
дельного и покровного слоев: г — интенсивность инфильтрации; Ни— 
пьезометрический напор в водоносных горизонтах в естественных усло
виях (г = 0. 1,2).

Решение системы (I) будем искать для следующих начальных и 
гравичиых условий:

7 = 0, 0=0; 7>0, г —оо, \(г,/)=0;

1пп г2^7;֊^Ь_ = 0;
г-»а дг

1 I- ^521. Нт г-----—=■ 2. Нп1Г ^- = . (3)
г-о дг ։2-Л ' г-0 Ог 2т. ՝

Применяя для уравнений (I) преобразование Лапласа относитель
но переменной /, с учетом начальных условий, после совместного реше
ния системы4получим [3]:

Рг -г + ъаг 6$;+֊
5x4-

Р^Р-тЬь)
(4)

Р + Ъ

5;+А72 о - + Р) 52 = 0.

Система (4) имеет частное решение вила 5/0 14], при этом:
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где>

/, = 14В{-М;ч^; 4 = В? г/а = Э^ё;

(б)
։, = в;°?; « = ֊֊; р֊Ч: Й' = г-'՛ в1’ = т-: в։~՝г՜ 

^0 ՝ о "о "с
Общее решение соответствующей линейной однородной системы (4) 

с учетом граничных условий (3) и свойства функции К„ и /,„ следуя 
[3, 4], будем искать в виде:

\ = Л^оС»/); 5, == А2А0 ^г), (7)

где /0 и Л'о — цилиндрические функции мнимого аргумента, соответ
ственно, первого л второго рода нулевого порядка.

Подставляя значение 5։ и в однородную систему (4), полу
чим систему алгебраических уравнений относительно со, А,. Л., откуда 
для нетривиального решения определим корни характеристического 
уравнения:

= /а_ \ (8)
1,2 \2аа к 4-1 /

где

а0 = А<>4-1; А<> = а։/а։; Лг=А°-1; Ь = 1 5® + А*(1 -|- В? - В[‘);

т3 = 1 + /*? + я;(ч-в;; с = а^ + /?$; 74 = в;+я°(14֊в;‘);

Ъ ֊ А°(1 + + ^") ֊ (1 + В*); 7< = А°В® - ;
(9)

/(>) = I (^а+^4-с)։֊4А^.(г.+ 1)(кЧ-Ъл+ь) .

Подставляя значения находим и Д2 с сочностью до по 
стоя иного м н о ж нтеля;

где
> _ 7У)л + 75). + ^ = /(к)
1.2՜ 2А°В®(к+ 1)

Решением неоднородной системы (4) будет:

Л՝1 — С1/<0(и»։г) 4֊ СаА0 (<«։/՜) 4֊ <%о՜,

•^2 ~։ ('I /тЛо(ш1Г) 4՜ (<®«г) 4՜

где С, и С. — постоянные, определяемые из условия (3): 

где
Ц х ; р = --------Чо .

2г.ТЛ 42 2т.Т, (>. + </)

(Ю)

(11)

(12)

(13)



Здесь — откачка воды в постоянном расходе из нижнего водоносно
го горизонта, а ()„ — «первоначальный расход при откачке из того же 
слоя с переменным расходом.

Подставляя значения (13) в (12) и применяя к ним теорему обра
щения, получим [4. 5]:

т
5, (Г. 0 = ' е" 15,0 (X) + Ф, (X) (Ко м - Ка м) ]

т-<~ (/ = 0, I);
(14)

1+/-
5. (г, 0 = -Л՜ f | Sa (X) + Ф., (X) К, М - Фй (X) Л, (<»sr)l dx,

2ы j

где

ch ( ,\ 1 с!) С>\ — Q2 Х4-1
Фог՝) - о -г2^ / о )./().) 1 V7 — 2г Г2 ;./(,.) ’

Ф21,М(Х) = “ Qe /
2кГ։ \

м« + Т5хц- 
2х/(>-)

- 1
■ 2Х/’

(15)
1

■: <ММ = -
Qo Х4-1 .

°՝՝7՜ 2x7, (Х + Й/Сл) 2z'A (Х + ^)/(Х) ’

«W>) = ____Qo + ъ т 1
2-Л \ 2(Х + <?)/(Х) " 2 (К+ 7՜)

Подынтегральные функции (14) имеют особые точки в виде про
стых полюсов и точки разветвления [4].

Для функции 5/0(Х) точки \ = — I, X, 3 Л, 2 простые полюсы, 
а X — 0 есть полюс второго порядка. Для функции си, 2(Х) точки 
—Ф, ± /-jj 5, — 1, —\2 и 0 являются точками разветвления, поэтому 
при дополнении L влево полукруглом большого радиуса надо обойти 
все точки разветвления. Полученные контуры изображены на рис. 2 
и 3. соответственно, для функции ш.2 , (/.).

Если аргумент <?(/•) на L считать изменяющимся от ——до —» 
Л £ 

то, соответственно, можно получить значения аргументов на прямо
линейных путях. Представим изменение значений аргументов , а 
также изменение всех величии, входящих в подынтегральные функции 
в таблице, где приведен метод вычисления значения функции <%։(Х) 
лишь на контурах 3.4. 5,6. VI. V. IV и III. Аналогичные вычисления вы
полнены для остальных контуров.
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Рис. 3.
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Таб.ш

Путь 
интегри
рования

? X р Р1 т։ р» ь Рэ «ь

1«»5-г| (верхняя 
часть таблицы) 
Ь-։-л| (11НЖНЯН 
часть тблнцы)

3 Я “р 0 л» 0 Т

4 г —р *»• 1 л. 0 т 0 (“лН

5 л -? 1. Ъ л, 0
X 
т

я1«) я

а

(г-Л^'Л)

6 п -р % О Л։ 0 л<в» 
•

г. 17л',«>/4 ֊
2 2

VI —е —р 0. •> А, 0
R 
т 2

V —г. -? ъ. 1 Л։ 0 Л»
Я
т л;й> г.

” 2
|;л!‘>.- 'Я

IV —г. —р 1. ։ Л, 0 гЬ
г.

0 (Г л‘74’)

111 —" -₽ '3. « \ 0 А 0 л?» к
— 2

(;л“>/!*)

3. 4 т. —р ОО. 1 М 0 0 Л(3.4> (тл«'1>/Я

IV, 111 —г. -? 1. ОО А 0 0 Л114’ (7Л1’.‘>Г‘Т

В таблице представлены следующие обозначения:

А1 (р)=1 (^-*-Ар4-г)х -г 4Д«р (1 ֊ ?) (Р - >х)(? — *а;
(р) = I 4- с — (/»? т Д, (?)) ; Л3 (р) = | Дх(;>}-г +

А.3‘”(р) = Уа^4-<’ г Л։(Н-Ьу. Д?)= — ^Л, (|б)
ир—1

д?.<> = ^Дл4) - ,4>б) = ■ Л _. '3±,
/р֊1 - । ГЧ։ ] 2№х

Используя данные. приведенные в та&тнцс, после громоздких вы* 
кладок контурные интегралы приводятся к обычным вещественным 
определенным интегралам.

Расчетные формулы при этом получены в виде:

99*• •.



5, (г. = 1У,
4 г: / 2

5=('-։. О =5» (*)+-%/?" (г,, 0; (1?)
4-/2

' 5,(г, о = 5„(0о. 0 = 0. 1.2),

где R՛; (г, Г) определяются по следующим выражениям:

ъ I
R", (г, 0 = у '!■„ (?) у, (М'«>) ф + /, (ГЛ(»> ф +

(I *•

■ +р-;։(р)4(7ЛНФ֊ р^д?)4(гл;м>)ф; (18)

*» ?

R Оо. О = У 1 ~ 4 (М?-«>) ф.

5

При случае р = -= соп$1 имеем для /?"(г, ^).

'4, (?) = (?) = (?) - А°Н°(е֊'-- ֊1)0, (?); О, (?) - —֊—;
\Р/

К (?) = (?) - *13 (Р) = *’01 (?) ()֊?):

4’21 (р) = Чг« (?) = ֊֊ ЛЛз (Р) ֊ 1) (?):
(19)

՝*« (?) = ֊М(?)(^֊ 1)^1 (р);

Мл(р) = ЛЧр) + А (?)• Л'(?) - Лк - -ь 7б.

а при случае имеем для R'1* (г, г):

^։(р) = ՝^(?)-^з(?)^
(е-г-е -^А 0̂, 

(? - ?) 711 (?)

*■;, (?) = *;= (?) = ЧЪ (?) == 'ГШ (?)(!-?):
(20)

ч-;, (?) = ч-ъ (?)=֊5
Лгг(р)(<? у՜ -е֊-г) 

((] ֊ Р) -4։ (?)

_ 1 _ 73 г 1
2 (7-р)А(?) ’ ,л ‘м 2
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Для функции 5',-о ('•) имеем:

$оо(/)
—. (2Л-б/5)е *-

1֊Л + </։ '՜ *?(! *,)(*,-*>)

(Мч — £/2) е- *>’■ / < _ М1 - <А<4֊ /А
>*-*=)(*■֊*։)

^(£-А։)

/<4 . . Мх--/А\.
Уад4 —)■

. __ *■՛•_________ А - 1
м( ^(А’.-АД ^(А’։ М ‘ ' (1\

Нараду с точными решениями .получены также асимптотические 
решения для больших и малых времен [5].

Для малых времен расчетные формулы записываются в виде:

5,(г, 0 = е. >) + ֊?«(0. 0 = 0, 1,2), (22>
4г /.

где

-)֊’•(֊ ОР

Для больших времен расчетные формулы записываются в виде:

$,е, о = ֊%-^՝Чг. о + «,(/<)+•$,»('). (»=о,1,2), (25>
4IX / 2
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где
9 7’/?”6(г, 0 = 1п ; «*=_£_; Г= /; 4- 'Л;

Г։ и*

!'* = Ио + Հ + р:: = «,(/<) = ֊ ^.40^Հ|ՀՋ);

մ.
7

ձճւճւճճ е;ՀՀ - </А
Հ֊ ճ /1из

Интегральные функции /Հ (г, է) и у։ ( — ՛ Л табулированы для \Պ /
различных значений гидрогеологических параметров.

Предлагаемые рнечетные формулы позволяют разрешить сложные 
гидрогеологические задачи, связанные с вопросами осушения и иополь- 
лования подземных вод. Кроме этого, они могут служить критерием для 
оценки решения подобных задач численным методом на ЭВМ.

Армсельхозгшст.п ут 3. IX 1984

II. 1Г. ՂՕՔԱՐՏԱնՍՏՈՐԵՐԿՐՅԱ ՋՐԵՐԻ ՇԱՐԺՈՒՄ!! ԴԵՊԻ ԱՆՀԱՄԱՍԵՌ ՀՈՂԱՇԵՐՏՈՒՄ ՏԵՂԱԴՐՎԱԾ ՋՐՀՈՐՍ' ՆԵՐՔԻՆ ՃՆՇՈՒՄԱՅԻՆ ՇԵՐՏԻՑՋՐՀԱՆՄԱՆ ԴԵՊՔՈՒՄԱ մ փ ո փ ո » մ
Դիտարկվում է հիդր ավլի կա կան կապի մեջ գտնվող երեք անսահմանափակ 

ջրատար Հողաշերտում ճնշումների հաշվարկման խնդիրք, ջրհորով ներքին 
ճնշում ալին շերտից Հաստատուն և փոփոխական ելքերի ջրաոմ ան դեպքերում ։

հավասարումների Համակարղր Լուծված է օպերացիոն հաշվի մեթոդովг 

Աոաջին անդամ ստացված են պատկերի բնագիրր և հաշվային բանաձևեր ժա- 
մ տնակի կամայական, փոքր և մեծ պահերի վրհանման դեպքերում։
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