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ТЕХНИЧЕСКАЯ КИБЕРНЕТИКА

О II ГАСПАРЯН

ИССЛЕДОВАНИЕ АВТОКОЛЕБАНИЯ В НЕЛИНЕЙНЫХ
МНОГОСВЯЗНЫХ СИСТЕМАХ МЕТОДОМ

ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИИ

I. Введение. В работе дается распространение метода характери
стических передаточных функций (ХПФ.) [1] на задачу исследования 
одночастотных автоколебании в нелинейных гармонически линеаризо
ванных многосвязных системах автоматического регулирования 
(МСАР) с произвольным числом п входов и выходов.

2. Одночастотные симметричные автоколебания в МСАР общего ви
да. Рассмотрим нелинейную МСАР, матричная структурная схема ко
торой представлена на рис. 1. где №(р) = 1(У7)! » «матрица
линейной части; Л(д-) — Р1т (д-„,)| — п. х « функциональная матрица

нечетно-симметричных нелинейностей. 
Допустим, что при отсутствии вход? 
них воздействий в МСАР
устанавливается режим однозначных 
симметричных автоколебаний с часто
той 2 и, кроме того, выполняется 
обобщенное свойство фильтра линей
ной части, имеющее вид:

I /А2) |«|Г<Л| (/-!)|, Л «г =1,2.........«, * = 2,3,... (1)

Тогда, осуществив гармоническую линеаризацию нелинейностей, 
излучим в первом приближении (без учета высших гармоник) следую
щее векторное уравнение МСАР на рис. 1:

|/Ф U’/(;Q)(7(A)|x = 0. (2)

где / единичная матрица; (7 (А) — матрица. составленная из коэф
фициентов гармонической линеаризации нелинейностей
А — вектор амплитуд колебаний переменных х, в отдельных каналах.

Матрица Q(/2. А) W7(/2)6'(A) является передаточной матри- 
кен разомкнутой гармонически линеаризованной МСАР. В соответ
ствии г идеями метода ХПФ ее можно записать при помощи преобра
зования подобия и дн.чдной формы записи в виде;
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QtfQ, A) = C(jQ, .4)diag^/U2, A)} C l(/S< A); (3)

Q(;2. .4) = yc.(/‘2t A)>^(>2. A)<^(A A), (4)
/-I

где C(/2, А) —модальная матрица, составленная из нормированных 
собственных векторов с (/2. Л) матрицы Q(y2, А); с։ (j'J, Л)—век
торы, двойственные к с. (/2. .4); <7,(72, А) собственные значения 
Матрицы Q(/2, А).

Функции <74(/2. Я) назовем характеристическими передаточными 
функциями, а базис, составленный из с, (/2, А) каноническим ба
зисом гармонически линеаризованной МСАР. Нелинейные свойства 
линсари лзанпоп МСАР проявляются именно в зависимости Х-ПФ и 
осей канонического базиса от вектора амплитуд х. Диадная форма за
писи (J) допускает наглядную геометрическую интерпретацию внут
ренней структуры МСАР. ХПФ<?.(/2. А) можно считать передаточны
ми функциями некоторых разомкнутых одномерных «характеристи
ческих» систем, каждая из которых действует вдоль определенного на
правления (оси канонического базиса) в п-мериом комплексном про
странстве векторов х. Подобная трактовка позволит выявить важные 
Йо метрические особенности поведения автоколебательных МСАР.

Подстановка (3) н (2) дает

С(/2, A)dlag{l+^(/2. А))С-’(У2, Л)х = 0. (5)

Периодическое синусоидальное решение .г уравнения (2) (или (3)) со
ответствует чисто мнимым корням характеристического уравнения

det|/+Q(/2, А)] = £[! -֊ <7։(/2, А)] = 0. (6)
:=1

Из (6) следует, что гармонически линеаризованная МСАР будет иметь 
ii'.cTO мнимый корень только в том случае, если такой же корень имеет 

Водна из замкнутых одномерных характеристических систем. Далее, для 
существования автоколебаний необходимо, чтобы остальные корни 
уравнения (6) находились в левой полуплоскости. С позиций метода 
ХПФ это означает, что остальные характеристические системы должны 
быть устойчивым н.

Перепишем уравнение (2) с учетом диадного представления (Н в 
нндс:

х = ֊у(;ф, а)х = - [ ^(/2, Д)>?,(/2, Л)Ы- (7)

Отсюда вытекает, что вектор х может быть решением уравнения (2). 
если только он направлен по какой-либо одной, например r-ой. оси ка
нонического базиса МСАР, при дополнительном условии

7r(/2, А) = —1, (8) 

35



являющимся записанным в частотной форме условием нахождения г-ой 
характеристической системы на границе устойчивости.

Таким образом, в режиме установившихся автоколебаний в гармо
нически линеаризованной МСАР «возбуждается» только одна из одно
мерных характеристических систем. Остальные характеристические си
стемы при этом устойчивы, а вектор х направлен по той оси каноничес
кого базиса, которая соответствует возбуждаемой характеристической 
системе, т. е.

д- = ас’г(/2, А), (9)

где а — комплексный скаляр, .модуль которого равен | а| = |д-| | А|.
Условие (9) назовем условием коллинеарности векторов х и 

сг(/2. А). Из него непосредственно вытекает коллинеарность век
тора амплитуд А и действительного вектора /лг(/2. А). составлен
ного из модулей компонент вектора cf(jQ, А). т. с.

A=x|A|wf(/2, А). (10)

Из (9) также имеем, что сдвиги фаз колебаний в отдельных каналах 
равны аргументам компонент возбуждаемой оси канонического ба
зиса ~с. (у’2. А). Условия (8), (9) или (10), дополненные условием 
устойчивости остальных характеристических систем, представляют со
бой необходимые условия существования одночастотных симметричных 
автоколебаний в нелинейной МСЛР на рис. 1 .

При численном исследовании автоколебаний следует, с целью 
выявления всех возможных периодических режимов, последовательно 
проверить по указанным условиям каждую из и одномерных харак
теристических систем. Для конкретного индекса г можно предло
жить следующую процедуру расчета. Придадим в (10) модулю А| и 
частоте 2 постоянные значения*. Тогда мы придем к нелинейному 
уравнению относительно неизвестного вектора амплитуд А. Решая 
это уравнение общими методами (например, методом простых итера
ций. Ньютона—Рафсона и т. д. |2j), получим вектор А. удовлетво
ряющий условию коллинеарности (10). Отметим, что соответствующее 
значение ХПФ А) при этом находится в процессе вычислении
правой части н (10) |2]. Следовательно, определив „коллинеарный* 
вектор А. можно нанести на комплексную плоскость и соответствую
щую точку А). Изменяя при |А const, частоту 2 и решая
каждый раз уравнение (10), получим г-ый характеристический годо
граф уг(/2, А) при заданном |А | = const. Если этот годограф про-

' В дальнейшем вектор амплитуд и частоту автоколебаний для определенное!и 
обозначим через и .

36



ходит через точку 1, /О, то в точке пересечения удовлетворяются 
опа необходимых условия (8), (10) возбуждения r-ой характеристи
ческой системы. При этом частота автоколебаний 2+ находится по 
голографу q'r(JQ՝ А), а сам вектор А_ является решением (10) при 
найденной частоте 2+ (рис. 2а). Если же при выбранном |А| = const 
Iодограф Vr(/2, А) не проходит через точку 1. /0. то необходимо 
повторить расчеты, варьируя величину модуля |А|.

Для проверки устойчивости остальных характеристических систем 
нужно подставить найденный вектор А.ь в передаточную матрицу 
Р(/2, А) и построить характеристические годографы (/. (^2, А ) 
последней при изменении частоты 2. Тогда остальные характеристи
ческие системы будут устойчивыми в окрестности выявленною пе
риодического режима с возбуждением г-ой системы, если ни один из 
годографов д- (/2, А ) (/ ֊ г) не охватывает точку 1, у'О (г-ый 
годограф при 2 = 2. проходит через эту точку) (рис. 26).

3. Автоколебания в однотипных МСАР. В однотипных МСАР 
(МОСАР) передаточные функции отдельных каналов являются оди
наковыми (обозначим через XV {р)), а взаимные связи описываются 
некоторой постоянной числовой матрицей R (рис. 3) |5]. Передаточ
ная матрица 0(;2. А) = IV (/2) (7(А) R при этом совпадает с точ
ностью до скалярного множителя IV (/2) с матрицей .V(А} = Р6 (А). 
Отсюда вытекает, что канонический базис гармонически линеаризо
ванной МОСАР совпадает с каноническим базисом матрицы А'(А) и 
не зависит от XV (р). а XI1Ф одномерных характеристических систем 
равны г/ (;2, А) — >./(А) где \(А) — собственные значения
матрицы Л՛ (А). Последнее обстоятельство позволяет максимально 
приблизить методику исследования автоколебаний в МОСАР к клас
сической методике Гольдфарба |3|. Для этого представим условие (8) 
в форме

Г(/2)= -1/Хг (А). (11)
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Согласно (11), для определения А и 2. при которых г-ая характери
стическая система находится на границе устойчивости, необходимо 
построить на комплексной плоскости годографа IV’ (/'□) параметриче
скую (с параметром | А |) кривую 1Д, (А) для векторов А. удов
летворяющих условию коллинеарности (10) (рис. ֊1). Тогда точка пе
ресечения этой кривой с IV (/О) дает искомые А и . Для про
верки устойчивости остальных характеристических систем нужно от
ложить на той же плоскости критических точек 1/Х(Д Д (1^=г) 
матрицы Л^А]) и проанализировать их расположение относительно 
годографа IV(/2) (рис. 4).

Рис. 3

•1. Автоколебания в цирку лянтных и антициркулянткых А1С/1/-' 
(ЦМСАР и ЛМСАР) интересными особенностями отличаются нели
нейные МСАР, описываемые циркулянтаыми [4] и антициркулянт ни
ми передаточными матрицами. К таким МСАР относятся широко рас
пространенные на практике простые симметричные и антисимметрич
ные М'иогосвязлыс системы |5|. Антициркулянтной в дальнейшем бу
дим называть матрицу, каждая строка которой получается из предыду
щей сдвигом на один элемент вправо, причем, последний элемент < '։е- 
дыдущен строки становится первым элементом последующей с обрат
ным знаком (в цнркуляитных матрицах—-с тем же знаком). В ЦМСАР 
и АНСАР имеется внутренняя симметрия между отдельными канала
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ми, что приводят к возможности существования автоколебательных 
режимов с одинаковыми амплитудами Д։. =/1 в отдельных каналах. 
При А1А передаточная матрица Ц (у’2, А) ЦМ.САР и АМСЛР пред
ставляется в виде линейного полинома, соответственно, от ортогональ
ной матрицы перестановок и [4] и матрицы перестановок У с изме
нением знака последнего элемента, имеющей вид:

О 1 0 ... (Г

У- = О 0 1 ... О

1 0 0... О
Канонический базис ЦМЛСЛР (АМСЛР) при этом совпадает с Орто
гональным каноническим базисом матрицы У (У ) и является постоян
ным. Можно показать, что модули компонент всех собственных векто
ров матриц У и Г/_ одинаковы. Это значит, что при исследовании ре
жима автоколебании равных амплитуд в ЦМСАР необходимое условие 
коллинеарности (10) выполняется заведомо (что доказывает возмож
ность существования данного режима) и вся задача сводится к опреде
лению частоты <1 и единственной амплитуды А. при которых некоторая 
г-ая характеристическая система находится на границе устойчивости, 
:։ все остальные системы устойчивы. При этом можно применять стан
дартные методы классической теории регулирования [3].

26. X. 1983
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հետաօոտոիմր բնութագրող փոխանցման ֆունկցիաների մեթոդով

Ա մ փ n փ ո t if

Տրված ք; բնութագրող վտխանոմ ան ֆունկցիաների մեթոդի ւււարտծումր 
կամ ւոյտկան չափողականությ>ււն ունեցող ոչ գծային բազմակապ ավտոմատ 
կարգավորման համակարգերում (ք՝>Ս.11Հ) միւսհաճաիյական ինրնատատանում - 
ների հևաաղոտման խնգոի վրաւ Ս տարված են ինքնատատանումների գոյու
թյան անհրում եշտ պւսյմ աններր, նկարագրվում Լ թվային Հաշվարկման մե֊ 
թողր։ Տրված են ինրնաւոասւանումնհրի վերյոէ ծութ յան առանձնահատկություն֊ 
ներր ք;ՍՏ։Հ-ի հատուկ դասերում;
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