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.МАШИНОСТРОЕНИЕ

3. А МАРТИРОСЯН. Г. Г НЕРСИСЯН

ОСЕ< ИММ1 ГРИМ НАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ДВ^Х 

ЦИЛИНДРОВ С НЕИЗВГ.С ТИОЛ ЗОНОЙ КОНТАКТА

При конструировании соиременных инженерных сооружений п кон­
струкций для расчета деталей машин весьма важно имен, прелстанле- 
нне о :е.\ напряжениях, которые ш՛шикают и местах соединения hi (.ель- 
пых частей двух тел.

В работе рассматривается осесимметричная контактная задача тео­
рии упругости для двух цилиндров различными упругими свойства- 
ми. имеющих конечные длины и одинаковые диаметры, которые кон­
тактируют между собой торцами при сжимающей внешней торцевой 
нагрузке. На боковых поверхностях цилиндров нормальные и касатель­
ные напряжения равны нулю. Контакт между цилиндрами принимает­
ся гладким, а зона, образованная вследстшш контакта иг.х иилнндров 
считается неизвестной На св полных торцах цилиндров приложены 
симметрично расположенные ежнмзюшие нагрузки таким способом, что 
образуется кольцевая контактная область. паружный диаметр кото­
рой совпадет с диаметром цилиндров (рис. I.

Рис.

Решение рассматриваемой задачи аналогично [В. 2]. Для частных 
значений внешней на.՛ ручки, упругих постоянных и размеров цилиндров 
вычислены размеры области ».՛ штанг.» и напряжения в контактной зоне.

Подробная библиография по ^т .му вопросу приводится в |3|
1. Граничные условия я условия контакта рассматриваемой зада­

чи имеют вид:



*</>(/< 2г)^т(0(А?, г) = 0, (/=1,2); (1.2)

о(»(г, О) = з^(г, 0), х£(г, 0) = ֊т^(г, 0)=-0; (1.3)

5(П(г, 0) = 0, 0<г<г.
(1.4) 

«<”(г, 0) = -«<։>(г, 0), с<г</?,

где // — длины; R — радиус цилиндров: Л (х) — функция Бесселя дей­
ствительного аргумента первого рода; положительные корни 

уравнения У1(р>/?) = 0.
Все величины, относящиеся к верхнему цилиндру, отмечены индек­

сом 1, а к нижнему — индексом 2.
Функции напряжений Лява ищем в виде [•!]:

Ф«(г, г) = г(Лгг+йг’ С,г-(• V |Й"/,(/.„ г) + 
А 1

+ О*,0Г/, г)I 81П /.« г) + V (.4',° бЬ ?,г 4- Н‘‘>611 ?, г ■
Л=1

+ С*," 811 р, г + £#’?, г ей р, г) У, (?„ г), (1.5)

где /я (х) — функция Бесселя первого рода от мнимого аргумента;

Пользуясь [5]. вычисляя при помощи (1.5) напряжения и переме­
щения. удовлетворим далее условиям (1.1) (1-4), и введя также 
обозначения:

4 О-в)

прлучим следующие соотношения:

А‘ = 2(1 + V,) В‘ = 6(1 -Г V,) (1 ՛'։

Д..'1 ■ 2>,.СР ֊0; (1.8)

+ С£\,8Ь^, + Й''|2\5|11‘։.՛ + 1*.,՛с11 >*» .1 --0՜. 0-9)

-Л(,|(С11С*1 (I*,,еЬ |֊„ - вь |1։1) -

-М'։|р„ Ян.,, (1֊2’,)С11и„| =й')й-Р„; (1.10)

֊ 2,,) + Л12> - (1 -2-,։) />?՛ = />;,-р\}: (14)
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<4° + 2 1 ֊ л"’ + (I - 2*1) ^'1г>> =

4 - -
/,/? (3. «)-('>.• «)•■ ‘

?о + У ?«1(1 ֊ Л) О՜;” + 0(1 - V,) 01”! /։(?,Г) = О,

։.

(1.12)

Л'1=^
р;Л(8„R) |(֊ I)‘ (С,!,0сП ։.г, + Д»’ $1, нг1) ■ С',։I

г2 1 а2\2 ’ ՝ '(^г- Т Рр)

где
Р„=?Д<; 0 = ^-1 ?. = (1-2,,) С.+ 0(1-2’.) С;

О2

?<0 =Хл/Р-/^/(
/;М) 20- м
/?Р*< /?) >՝к։

(1.14)

р" 3, 6 Ша (?,«)
<. ( РЧ.-г!”
р-1 (*■₽.• ?<г)

Р՝ —_______ 4_______ V

А'! ?ЛЛ/?Л<?^)Г1
֊. у(0

('•р/ -Г ?й)

(// — модуль упругости; *—коэффициент Пуассона. 

Обозначим:

(1 ,,)С?' ■ 0(1 -,:)СГ 

представляя У* в виде

(М5)

А\ -
(МЭ'М(М?)

(1.16)

(£ = 0, I Зо -- О

и подставляя значения /1Г', С-.“, Е)^‘, которые определяются 
ношений (1.9)֊ (1.11) и (1.15). в (1-13) и (1.12), получим:

г1։> £ с՝*п и/>+

из соот-

(1.17)

Г?> = V ь г ‘ л1/,
Я«| п I

(1-18)

п О

4

1

где

а<2 = _4А
■12 2- АРЛ(8Л)(^ + ?р։

Л‘Я^(?„с)

(/= I, 2):
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си> _ у .
кп

(-1)‘ (-1 )"(,»։ ։Ь։ !֊„, ОГ'1 «°՜” н՝„" Н™\ 
М& + ₽р։ к’;

((-!)• + (■ ^֊1>н^н;՝ . I

Мй+Р/ '"Г

16/Ь'3՜'1 <,

М& + ₽р։(й + ?Р’

(1.19)

,„_0 ( ■1),л‘||л’2>-//Г/--!?-,) ]
" Г

^‘՝ = ։Ь !%<*։ !\,< 1- Г„1: <Эл’ = 51։’ Н,„ ֊

= 51։ н,„ + ^,С1։Н„, ։ ^ = ֊(( 1 ֊ ’,) «Г Р1;' -г 0(1 - ֊<։) Н՝?

а։1) = (1 V,); ։'2>=0(| V.) (г =1,2),

а также систему парных рядов-уравнений:

4° -Н £ (1֊л1«)?Л44(Зг) = < л*и„(з,г), (><г<с 
*~1 *-։

(1.20)

<7о4- £ А'и0(Злг) =0, с<г</?:
<• I

где

ДкЛ/* = ֊{(1 — >1)<?;211^!^(с1ч\1 -8Ьр„) {-р61(1 4-^)1 г

- 0(1 - 72) рп>($|] р.Дс}! н.,֊ $И и>2) 4- ии(1 + ил,)1]; (1.21)

֊(!-՝>,) Чг' (4° - К ) + О (I -ъ) <4°

-д * $ я (I - ^) «՝ (^1 - ^г);
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7 —---------------------------------
1 4-,,+ (7(4-у3)

Применяя известные методы решения парных рядов-уравнений 
[I, 6, 7], решение уравнений (1.20) сводится к решению следующей 
бесконечной системы линейных алгебраических уравнений:

= Ь £ Г4-. (1.22)
п-0 л ֊Л л —I

где х 0, 1. 2;.-.

«« = 2 (45 4- 3) (~У ‘ С (֊) ( ‘р\ </у +
г՝ 3 у А (у) ха»/ \К/

ч

I " Л/х-./зл 3 2 (?а^) .3.2 (?^*) |

՛ /?г£։ РЖ Г

8(1 у1)(^ч-3)?2 - [(-1)/1П1)-^1>|10?)
ТАА3 & Д*

3 2(^4') 
А(ЗЛ)«-г^; (1.23)

80՝ (1 - ул)(-1х + .3)? 2 

7^

, [(-1Г/у- //<;>] зу)^лА+э.>з (V)
(?< ^)(Ал2 '1՜ Р>)՜

2 (4$-Ь 3) С32 ’ (2-л)^1>^?)^| + О(1֊у։)/'7чЛпЧ?) .
“---------------- .֊> мг х

— 3 |/ ~2՜

Лл (л*) — функция Бессиля от мнимого аргумента второго рода; ՝<е> — 
символ Кронекера.

Бесконечные системы (1.17). (1.18) и (1.22) квази иполне регуляр­
ны [3].

Надставляя значение А’^ по формуле (1.16) в первое уравнение 
(1.20). согласно [1. 2] получим выражение для определения контактно­
го нормального напряжения.

Неизвестную величина /. можно определить из условия равенства 
нулю контактного напряжения на границе области контакта.



2. Прилеры. На свободных юрках цилиндров приложены равно­
мерно распределенные нормальные нагрузки (рис ):

з?»(г. /.) =
О. 0<г<л _ R1-д'

-Р. а<г<К & Р

1а Р - Л (М)
/?* г”1 Я)

г). (2.1)

Целью вычислений является определение размеров области кон­
такта и величины контактною нормального напряжения. Для этою 
предварительно необходимо найти .тис.лмоегь радиуса контактной об 
ласти г от I, что связано с большим объемом вычислений. Во избежа 
нпс отмеченных трудностей в работе задаются тначення • и « и при за 
данных значениях упругих характеристик материалом определяется

По формулам (1.241 и (1.27) вычислены контактные на* 
пряжения для каждого <. соответствующею заданному радиусу н рас­
пределенных внешних нагрузок.

Вычисления пронелены для значений; ~ 0; 0,1; 0,2; ...; 3,9;

V, =0.1; 0,3; 0.4; >.-0,1; »1,3; О.4; О’ 0,05; 0.5; I; 2: 20; а «= «Ч.'.НМ?.
Значения длины цилиндра (! - /. = /.) при различных размерах 

области контакта, коэффициентов Пу сгони и модулей упругости ма­
териалов цилиндров для а = 0.99/? приведены н табл. I.

Значение / А'
Таблица /

V

\ с R

0 \
0.1 0.3 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

о 0.05 0.9266 0.8654 0.7456 0.6562 0.5497 0,4175 Ц. 2537
I 0.5 0.9266 0.8691 0,7462 0,6569 0.5503 0.4181 0,2528

1 0,9266 0.8682 0.7464 0.657 0.5508 0,4187 0,2520

— « 0.05 0.925 0.8675 0.7459 0.6569 0.5487 0,4181 0.2528
Ъ՛©՜

Н 1 0.5 0.9187 0.8628 0,7397 0.6506 0,5441 0.4134 0.2497
1 0,9156 0 8581 0.7366 016475 0.5425 0.4119 0.2481

Значения нормального контактней • напряжения для различных 
R — с

I при а - 0.99/?, ¥, = •.. -0.1. 67 0.5 и з - ——— приведены в 

табл. 2.
На основании данных вычислений, часть которых приведен:։ в 

табл. 1 и 2, заключаем, что изменение модулей сдвига и коэффициен­
тов Пуассона материалов слоев мало влияет на размеры области кон­
такта и на напряженное состояние цилиндров.
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а. 
Значения напряжений - 10 ՚ ՜—-

Таблица 2

c/քհ

R
R \

0.9 0.8 0.7 0,6 0.5 0,4 0.3 0.2 0,1

<■'4֊* 19 30 45 60 79 107 148 220 459
с -։֊ 2а 48 67 86 107 134 171 232 345 678
с 3* 88 110 132 158 190 235 307 446 852
с 4- 4.- 140 164 187 213 248 301 385 548 1019
С -г 5։ 200 227 240 268 303 362 450 649 1212
с 4֊ 6« 256 270 287 317 352 413 521 725 1421
с 4֊ 7а 294 306 326 352 385 445 564 826 1591
С 4- 8а 343 352? 368 396 437 508 630 892 1656

ЕрПИ им. К. Маркса Поступило II.V. 1981

Г. Ա. ՄԱՐՏԻՐՈԱՅԱՆ. Դ. Դ. Ն1ւՐԱԵ113ԱՆԵՐԿՈՒ Դ1.ԱՆՆ11ՐԻ >ամար անճայտ կոնտակտային տիրույթով ԱՌԱՆ8Ք ԱՍԻՄԵՏՐԻԿ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐ
II. մ փ ո փ ո 1 մ

Դիտարկէ)՛ում է ճակատներով հպված, տարրեր առաձգական հատկու­
թյուններ, միևնույն տրամագծեր և վերջավոր երկարություններ ունեցող եր­
կու շրջանային գրոնների աոէսձէքէոկան ութ յան տեսության աոանցրասիտեմ • 
ր/։կ իւն գիրը» նորմալ և շոշափող լարումները զլանային մակերևույթների 
վրա բացակայում են։ Դիտարկվում կ արտ տրին այնպիսի րեո, որի դեպքում 
տոայանւսմ է օղակաձև կոնտակտի տիրույթ, որի չափերը անհայտ են։ Խնդրի 
լուծումը ներկայացվում I, Ֆ/ռրյեի !/ Ֆուրյե-Դինիի շարրերի միջոցով։ Այգ 
շարքերի գործակիցների որոշման Համար ստացվոււէ են գծային հավասա­
րումների անվերջ Համակարգեր և Աեսսելի ֆունկցիաներ պարունակող զույգ 
շարր- . ավաււարւււմն եր, որոնց յուծսւմներր հ աղեղված են բվացի-լիովին կա­
նոնավոր գծային հանրահաշվական հավասարումների անվերջ համակարգերի 
լուծմանը» Բերված թվային օրինակում որոշվում Լ կէէնւոակւոի տիրույթի չա­
փը և լարումները կոնտակտների մակևրհէւլյթների >[րա:
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