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С. Б. ОВАКИМЯНПРАВИЛА МАКСИМАЛЬНОГО ВЫРАВНИВАНИЯ В ЗАДАЧАХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ РЕСУРСОВ1. Постановка задачи. Рассмотрим комплекс из п операций, выполняемых ресурсами одного вида в количестве А'(т) в момент I. Примем, что АДО кусочно-постоянная функции с разрывами в точках 
7\, Г9 ГР. Обозначим Д'л значение АДО п интервале (Гу_|, ГДГ$ — /\-|։ 5=1. 2..........Р. (Го = О).Определим максимальный объем работ, который можно выпол­нить за заданное число интервалов /„ (1 <7 Р). Рассмотрим случайлинейных зависимостей скоростей операций от количества ресурсов:р,, если 0<^ <64,А| (т*Д — .IЬ,. если > Ь1,где Ь, — максимально возможное количество ресурсов, которое можно выделить на выполнение Г операций.Введем переменные объем 4-ой операции, выполняемой в 5-ом интервале. Для выполнения этого объема работ необходимы ресурсы в количестве = —- Общее количество ресурсов, требуемое в 5-ом интервале для вы­полнения работ в объемах л . 4 = 1, 2........... //}, равно V—— и недолжно превышать Л’.. Целевая функция имеет вид:

- п»ах (1-0/=։ ՝ 1при ограничениях ^:г . 4=1.2........... п, (1.2)
«. 5 = 1.2..........</. (1.3)

О •> < Л, ДЛ, < _ 1. 2..........п, 5 - I. 2........... 7. (| 4)36



2. Потоковая интерпретация и описание алгоритма. Опреде­ли транспортную сеть со входом выходом Л, п вершинами х։ 
Ч-I, 2,..., п) и <7 вершинами уч. (5 = 1, 2, ..., </). Вершину л0 сое­диним с каждой вершиной л; дугой (0, г) пропускной способности = а л;—с каждой вершиной ул дугой (/, 5) пропускной спо­собности с/л. = Ь1 • Наконец, каждую вершину уч соединим с вы­ходом 'X с дугой (5, 7) пропускной способности с5/= Л'л-Д$.Определим поток {х(11, х/х, л\л} максимальной величины в полу* чениой транспортной сети. Эта задача эквивалентна (1.1)—(1.4). При эгом л0( = равно объему выполненной части /-ой операции, а 5 1 

пл՜... ֊ — объему работ, выполненных в 5-ом интервале.
/—-1՝Для решения задачи о максимальном потоке существует алгоритм ■Форда—Фалкерсона [1]. Однако специфика сети позволяет предложить существенно более эффективный алгоритм, в основе которого лежит процедура поелсдователиного формирования потоков по дугам. В осно­ве процедуры лежит правило максимального выравнивания остаточных уровней ресурсов (правило МВ)Л1,.5=.у,-֊1֊'<'х՛;,. (2.1)Дл г—1Потоки .\'|5. полученные по этому правилу, должны удовлетворять следующему условию: если для каких-либо двух интервалов 5' и I имеет место то имеет место либо Ь1 -Д.ч, либо хп = 0И этого условия следует простой алгоритм определения потоков л‘, по правилу МВ. Зададимся некоторым значением уровня 0<ф/<Спшх ЛЪ-|. л.Определим согласно выражениюесли М/-1.5 - 6,.если .41-1,4’ />/<5/<Л!/ |.Л. (2.2)если б, < .И.Заметим, что при шах .4, ։. ч из (2.2) следует, что все х(Л ֊ 0. а при % 0 — х/5 Л.чппи 0/, Если ^Д$ппп(£։, Л1,_։. 5)<,то х^. - Д.\ Н11п,(А , ЛЪ.։.ч1. Если же 4 М пип (Ь,. М/_ *•) > то существует такое, что (*,'), определяемая формулами (2.2), удовлетворяет условию <х,5(^ да, (2.3)5-л 37



в силу того, что л;Л,(§։) непрерывные возрастающие функции В этом случае: л’д. = Таким образом, задача определения пото­ков х'ь. на 1-ом шаге алгоритма сводится к определению одной пере­менной уровня 6г II заключается в решении линейных уравнений с одним переменным.3. Применение, правила МН ни примере. Рассмотрим комплекс / то \ из 4 операции, данные о которых приведены в таблице Н, = — I:
1 1 2 3 4

3 2 4 5

Ь1 6 5 4 2

18 10 16 10

Данные об уровнях ресурсов имеют вид:
8 1 2 2 4

2 3 2 3

5 7 10 6

с5 10 21 20 18Сначала определим оценку снизулекса. Для этого определим сумму для продолжительности комп- объем а всех операций то, =
п= у 54, за первые три интервала можно выполнить работы влобъеме не более УЛ'$Д.5 = 51. Выполнение остающегося объема 3 вчетвертом интервале потребует не менееп ро дол ж и тел ьн ости ко м пл с кса: . = 7-

П11П 9

3 I—- = —» поэтому оценкаПроверим, возможно ливыполнение комплекса за это время, применяя правило МВ. На рис. 1 приведен график Л'(/).
/ таг. Рассматриваем первую операцию объема тох = 18. Из рис. 1 следует, что при уровне = 7 только х13 — (.V, — ох)-Д3 = 6> 0, остальные л*15 = О, а при ^6 имеем х12-3. л*и 8, осталь­ные д*15 = 0. При б։ = 5, имеем х։2 (М — ох)-Д2 — 6, хи == (.У3 ^). • Д. = 10, х14 = (,\’։ - ох) Д4 - 0.5. Так как х12 т ли Р х14 = 16,5 < 18, то ^<5. Пусть *,<5, тогда:л'п = (Л\-А)д1 (5 —ог)2: л։2 (М-'\)Д2 .(7-ЛЬЗ;
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*14 = 04 - д; = (6 ֊ Ог) ~ ■
Складывая и приравнивая «»х 18, получаем \ 1.8 и, следовательно:Хи = П,4; Л'։,= 6,6; л*хз - 10,4; х14 = 0,6.

// шаг. Поскольку уровни ресурсов Л1|л = 4,8 для всех х, то для • остальных операций получаем задачу оптимизации при постоянном .‘•уровне ресурсов. Ее решение, как показано в [2]:~ ' д$‘*где 5$=_^_ = Л1 = -2-, / = 2,3, 4; 5=1. 2, 3,4.4^ 36 15/=2Ответ решения удобно привести в виде таблицы значений:
\ 5

1 х
1 2 3 4

1 0.4 6.6 10.4 0.6
2 , 2 2

2 2 — 4 2 - ■ ■
3 3 3
4 6 — 4 , 1

3 4 — 5 4 — 1 —
15 15 1о

Л 2 Л 2 2
4 2 — 4 2 —

3 3 3
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4. Обоснование алгоритма. Теорема. Алгоритм распределения ресурсов, основанный на правиле МВ, дает оптимальное решение за­дачи.Доказательство. Рассмотрим график АД, показанный на рис. 2 сплошной линией и график Л(г.Гж, показанный пунктиром. Оче­видно, что поток на Лом шаге алгоритма будет максимальным, если площадь, лежащая ниже двойной линии и выше графика ։ . будет минимальной (эта площадь заштрихована на рис. 2). Из этого следует, что на каждом из предыдущих шагов алгоритма необходимо, в первую очередь, использовать ресурсы, «лежащие 1выше» уровня Ь(. Так как уровень Ь։ можс1 быть любым, то следовательно, в первую очередь сле­дует использовать ресурсы в интервалах с максимальными остаточны­ми уровнями ресурсов, причем, это правило справедливо тля любою шага алгоритма.

■>. Сопряженная задача. Вернемся к потоковой интерпретации •(1.1)֊֊ (1.4). Если заменить .\\ = •.1Ь> в правой части неравенств (1.2), то можно заметить определенную симметрию постановки задачи. Действительно, рассмотрим комплекс из // операций, объемы которых— а максимально допустимые уровни ресурсов Ь$ = дЛ,5= 1, 2, ..., д. Количество ресурсов Др) также является кусочно­постоянной функцией времени с интервалами постоянства А.' = и соответствующими уровнями Д’; — ъ, I 1, 2, ... , п.Обозначим л\.4 объем 5-ой операции, который выполняется в /-ом интервале. Тогда задача максимизации объема выполняемых работ сводится к задаче о максимальном потоке вида (1.1)—(1.1), если обозначить переменные х'Ч1 как х.Л.. Поэтому оптимальное решение {л'У одной задачи будет определять и оптимальное решение (Л*/5 = л?5՝/ ДРУг<>й задачи. В новой задаче ресурсы Л\ играют роль минимальных продолжительностей соответствующих операций -ч. == ■----- = Л'\-, длительности интервалов Ду — максимально допустимых 
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уровней ресурсов />.ч, максимально допустимые уровни ресурсов — длительностей интервалов △/, а минимальные длительности операций к — Уровней ресурсов в соответствующих интервалах. Применим те­перь правило МВ для решения новой задачи и мы получим новый алго­ритм для решения исходной задачи.
Пример. Построим график Л"(0« Поскольку Лг;=тр а А} /л, то это график кусочно-постоянной функции, интервалы постоянства которой равны а значения функции в них равны -/ (очередность интервалов можно брать любую, поэтому мы возьмем естественную очередность в порядке номеров операций .1.). Этот график показан на рис. 3.

7 таг. Берем операцию (сопряженной задачи) 5-1 объема и՛, с։ = .\-Д։ = 10. Пусть о։ = 4, тогда только х՜, = (ч — о։)-д4— = 2>0. остальные х’м = 0. Пусть 3. Имеем л։н — - 0, == Ь-УЛ-4. =֊- (ч֊5։)-*< = 4. Так как 4-т4=8<10, то^<3. Пусть 2 < < 3, тогда х;։ = (3 — 3։)-6. лг[, 0, - (4 ^)4’ А'к ~ МОпределяем о1 из уравнения6(3-81)+4(4-81)4-2(5֊г1) = ։0, 8, 2-|.следовательно: о . 1п = 1՜. л*։? =՜ 0; л։:։ 4 — ; д*м -- 4 —7/ шаг. 5 = 2, «•' г։ = 21. Очевидно, что ог<2, т. к. при б2=2имеем: 41



1 . 2 ■*x, = 5; x. = O, Xj=3-; xa<=i-; v.ca = 10<2l. 
’ /-։Пусть o2 = 2, тогда•Si = (h — 4) • 6; xn - (2 — os) • 5;

(2i"a*)"4; хз« = (2-|-а)-2‘ IОпределяем S из уравнения«։).6 t (2-y 5 + (2|-г,)-4 +7։’|-<)-2 = 21,
«։ = 1 • следовательно:

О 4 , _ - 473’П‘ " 5? 2* 
“ 51

/// шаг. Поскольку уровни ресурсов S одинаковы для всех i, ю для остальных .< решение находим сразу. Во-первых, общий объем ра­бот сопряженной сети, который можно выполнить оставшимися ресур­сами. равен ь5- 17 = 23. Следовательно. можно выполнить всю третью операцию (wj = с։ = 20) и четвертую операцию в объеме 3 единиц. I С учетом этого имеем:х;,.20±։ х,, = 20А: ^ = 20±;
<֊ = 317: Хс=3А:

« = 20-^
34 17

- 3 —
« 17Окончательно получаем для исходной задачи минимальную продолжи-' дельность комплекса

где у՜ = х^д-м — объем выполненной части операции 5 в сопряжен* Глной сети.Значения д*л = л*ч приведены в таблице.Решение отличается от полученного прямым правилом МВ, но также является оптимальным. Существует тесная связь между сопряженный правилом МВ и известным эвристическим правилом распределения ре­сурсов по степени критичности операции (правило СК) [3]. которая в момент / записывается в виде:
ДДО»

УДО
bi

(5.1>
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\ճ 
է \

1 2 3 4

15 1 , 1ւ 1 8---- 7Հ֊ 1 ТГ
17 17 17
4 15 15շ 0 3 — 5~— -- - -
17 17 17

2 47 12 12
3 4 - 5---- 1 — ■

3 51 17 17
1 49 6 6

4 4 — 2---- 2 — — ■ "

3 51 17 17

Теорем а. Распределение ла СК, является оптимальным. ресурсов, полученное на основе прави­
ло каз ателье т в о. Достаточно показать, что правило СК эк»ви- валентно сопряженном) правилу МВ. Для этого рассмотрим $-ый шаг алгоритма, основанного на сопряженном правиле МВ. На каждом та­ком шаге ресурсы в первую очередь направляются на опера-пин 1՜ с максимальной величиной

5-1

^.„■ =------- ----- -------  (5-2)
1Сравнивая (5.2) с (5.1) легко видеть, что ЛГЧ ։ } есть не что иное, как степень критичности операции / в данный .момент (в начале 5-го интер­вала).6. Заключение. Описанные алгоритмы позволяют решить задачу ннннмнзации времени выполнения комплекса операций. Для этого до- стаючнр определить ближайший момент времени, для которого н опти­мальном решении рассмотренной задачи нее операции выполнены. Для этого удобно применять сопряженное правило МВ. г. е. правило СК.
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II. մ փ ո ւ|է ո ւ մ

Դիտարկվում է անկախ ւյործ ողու // քունն երի ( աշխասւան բննրիյ բազմու­
թյան վրա ոեսուրոներքւ բաշխման խնդիրներ, զործողրո թյունների համ ակարղի 
ավարտման նվաղազույն մ ամ անակահատվածի տեսակետից։ Գործողություն֊ 
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ների կատարման արագութ յոէններր գծային ֆունկցիա են ռեսուրսների քա­
նակից. որր իր հերթին րնգհ ատվող Հաստատուն ֆունկցիա Լ ժամ տնակից։

Աոաջարկվոէ մ Լ ռեսուրսների աոավեյագւսյն Համահտվւսսարաչափ բաշխ­
ման կանոն ե տրվում Լ նրա օպտիմալության ապացոլյցրւ
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