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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

Л. М. ГАИТОВА, Е 11. ПЕРЕСЫПКИН

ОБ одной ВАРИАЦИОННОЙ задаче в теории 
ПОЛЗУЧЕСТИ ПРИ РАСЧЕТЕ НА ИЗГИБ ЖЕЛЕЗОБЕТОННОЙ 

БАЛОЧНОЙ ПЛИТЫ С УЧЕТОМ УСАДКИ БЕТОНА

Многие задачи строительной механики в настоящее время решают­
ся с учетом упруго-вязких свойств конструкционных материалов. Раз­
личным вопросам этого важного направления посвящены работы 
I! X. Арутюняна. Г Н. Маслова, А. Р. Ржаннцына, М. А. Колтунова 
н др.

Вариационные методы теории ползучести, относящиеся главным 
образом к металлическим материалам, развиты в трудах Л. М. Кача­
нова и Ю. И. Работнова. В приложении к упруго-ползучим телам: бе­
тон, дерево, пластмассы и др., эти методы рассмотрены М. А. Задояном.

В настоящей работе, исходя из наследственной теории старения 
[1,2] и вариационных уравнений [3—5]. получено вариационное урав­
нение для изгиба железобетонной упруго-ползучей балочной плиты при 
учете усадки бетона и приведены некоторые его приложения к расчету 
железобетонных симметрично армированных балочных плит.

В основу работы положены гипотезы и предпосылки, принятые з 
теории железобетонных конструкций. Модуль мгновенной деформации 
бетона Е принимается постоянным осреднениым, ползучесть арматуры 
не учитывается вследствие се пренебрежимо малого значения в срав­
нение с ползучестью бетона, а коэффициент поперечного сформирова­
ния р для бетона принят постоянным

1. Рассмотрим изгиб длинного симметрично армированного железо­
бетонного слоя. При соотношении сторон га.кого слоя Ы! < 3 его рас­
чет сводится к расчету балки-полосы, вырезанной из слоя двумя пло­
скостями, перпендикулярными к длинной стороне и отстоящими друг 
ог друга на единицу длины. Поперечное сечение такой балки единич­
ной ширины примем прямоугольным с щойным симметричным армиро­
ванием. Координатную плоскость совместим со срединной поверхностью 
слоя. Ось оу направим параллельно продольной стороне слоя, оз— 
вниз, высоту сечения обозначим 2А’. а пролез — /.

Рассмотрим первую стадию напряженно-деформированного состоя­
ния конструкции, когда в растяну гой зоне еще не появились трещины.
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Сечение балки-полосы испытывает действие изгибающих моментов 
Л1(л\ /) и продольных усилий Л’(х, /), .меняющихся по длине и во време- 
ни при учете усадки бетона 5(/), которая также равномерна по длине 
и переменна во времени.

Зависимость .между напряжением и полной относительной дефор­
мацией в бетоне согласно [1,2] имеет вид:

F С
-^֊г1Ч0 4-5(Г)1 = а(0 4- з(х)Л’(/. ^)<А, (I)

1 ֊ F J

где S(Z) - Sj (1 — ехр | —а(У —-։)]}*'; ■$£ = So ехр(—a-J; наиболь­
шее течение усадки бетона, величина которой устанавливается опыт-, 
ным путем; а - константа, зависящая от состава и условий твердения 

бетона; /(’(Z.— 4֊ C(Z, -.) —ядро последействия по
д- Е

Н. X. Арутюняну: С(/, -) = ъ-[1 ехр [-?(/ — ')]); ?(’)= — 4- Со;

7, и Со - характеристики старения бетона.
Используя гипотезу плоских сечений, условия статического равно­

весия и совместности деформаций, получим связь между компонента­
ми деформаций и внутренних усилий

LF

J L . 'hr 
•I

(2>

(3)

где ^(^ — относительное удлинение нейтрального слоя рассматривае­
мой плиты; х(£) - кривизна плиты в деформированном состоянии;

1 2(1 - и2) ЕХЕХ ,, „3  -----  ; < — —э——- ; Ех и — модуль упругости и пло-
1 4՜7 Л7*

щадь поперечного сечения слоен арматуры; /•՛ площадь поперечного
• >

сечения бетона; I) ———-------- цилиндрическая жесткость; р —
3(1 ֊Р2)

—----------; -)— резольвента ядра 'К{(, ■), имеющая вид [6]:
1 4-3՛/

ЛД/. т) = тп(т)-7
t

I (ехр М)
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где

/
 '-Д') = 7 П 4֊н(‘) = 71?(') - тМ’); \ -- г^֊ •
л

Резольвента /?(/, т) строится аналогично, заменой на ---------
1 л- 3*

2. Сумма работ вариации внешних и внутренних си.՛։ на действи­
тельных перемещениях равна нулю в момент времен!-: /. Тогда

Н у |7(/)4;И«) + ^(^Л’(/)|</л- -И(/) = 0, (5)
Кт1՛

где 6/1(0 вариация работы внешних сил:

гл (0 = 2^ (0^(0. (6)
г—1

з а։ (/) и /-’ДО -соответственно, обобщенные перемещение и сила. 
Подставив (2) и (3) в (5), получим

р

+ П(k^)^(o+S•(,)^(z) РА+1.
J . *£/' 20

/
+ •М-|֊Л(0рл = °. (7)

Л Зч£> | |

Выражение, заключенное в фигурные скобки, есть дополнительная 
энергия для железобетонной симметрично армированной балочной пли­
ты, испытывающей изгиб с осевым растяжением при учете свойств пол­
зучести и усадки бетона. Ее первая вариация равна нулю, а вторая су­
щественно положительна, т. е. дополнительная энергия рассм- 
мой плиты имеет минимальное значение

Э (I) = п։1п. (8)

Уравнение (8) выражает принцип Кастильяио в теории ползуче­
сти для исследуемого случая.

Пусть из множества сосредоточенных сил одна Р#(Л по­
лучает бесконечно малое приращение и балочная плита не­
подвижна относительно опор. Для определения обобщенного перемеще­
ния получим формулу 
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выражающую теорему Кастильяио для железобетонной балочной пла­
ты при учете усадки и ползучести бетона.

Для расчета п раз статически неопределимой системы можно соста­
вить п интегральных уравнений типа Вольтерра для определения реак­
ций избыточных связей. Представив выражение дополнительной энер­
гии п раз статически неопределимой системы в функции внешних сил, 
усадки бетона и реакций .¥,(/), А\(0.....Хп(1) избыточных связей, па
основания формулы (9) получим систему интегральных уравнений

֊֊-=О(֊-?оА'/(П). /=1, 2.......п. (10)<АлЦС)
Нуль в правой части имеем, когда опоры системы неподатливы.

В случае шарнирно-неподвижного закрепления концов однопролет- 
ной конструкции от действия равномерно распределенной и переменной 
во времени нагрузки интенсивностью //(/) /7/лс в се поперечных сечениях 
возникнут изгибающие моменты и нормальные силы

М (Оя Я х — 7 Х*-. А'(/) = -//(/). I
2 2

Так как (/)/#//(/) 0, для определения нормальной силы 
согласно (10) имеем

[((1-г)А'(П Г (1֊гЬУи) X
I ЕР .]

4-$(’-)! /?(/, -) d֊ «-^ = о
<W)

Замечая, что (t) = ֊-1. и решив (И) относительно неиз­
вестной продольной силы /7(/), получим выражение:

ff
/7(0 =------ ----

2(1 и-)
5(0 1- (12)

••>(*. О

где L(t. -) —резольвента ядра —к*/?!/, -) (/.♦=. !/*):
■

Л (/, -) = 7,; (О = 7։1 (-) — 0* (т) ехр d

<(-) (а5՜ +1) 'п<о -'н;(о = >ч(-•) ъw 4֊*4 4- о;
»<» (a, z) = 1 - exp I а (/ т)|.

Анализ (12) позволяет сделать вывод, что при симметричном ар­
мировании бетона возникают растягивающие напряжения от усадки.
которые затухают во времени вследствие ползучести бетона.



Варнсцпонное уравнение (9) для определения перемещений 
АР»(0. если в сечения, где ищется это перемещение, нет с-осредоточен- 
йой силы соответствующего направления, непосредственно применить 
гелия В этом случае удобно применить метол введения дополнитель­
ной силы. Прогиб пол этой силой по ее направлению определится со­
гласно (9) по формуле

^В ։/) = ₽ J j(1 ^.Л(0 + $(')

-Пт?

При «вхождении угла поворота сечения поев ним аналогично. вве­
ди вместо сосредоточенной силы P*(t) момент -И*(0.

Для рассматриваемой задачи при q(i) = q значение угла поворо­
та торцовою сечения х = 0. Тогда получим:

В' ««-ИЗИ' Н"1'-1151
Напряжения в верхней и нижней арматуре определятся по фор­

мулам:

• *(0*] = £,Ь[— ^Л"(<)֊5«) -t- 
МО1 I Er

I +ГК121^ + 5(ф(,^ tJ^2.r 
J L 'EF J I L)

(IC>)

а напряжения а верхних и нижних волокнах бетона

;:!п1=мо?։’(п =
Л-(0 

F
I —3*Л7/х(.г. /) -:

»• |
(17»пЕ՝2'йЩ

Здесь %(0 и соответственно, полная относительная деформл 
цпя и напряжение в бетоне на уровне нейтрального слоя плиты.



Для иллюстрации приведем числовой пример: </ = 5000 /7/лс; 
/ = 3.и; ^ = 2.1(1» МПа-, Е- = 2-10' МПа-, Л =0,2 Ж; 1=0,026; 
Со = 9-10՜ - МПа а- 0,011; % 2-10՜'; два значения процента 
армирования: 1) *4 = 0,4%; 2) 14 = 0,8%.

Результаты расчета представлены в виде зависимостей рис. 1—4.

Нормальная сила (рис. !) при проявлении усадки я ползучести бе­
тона растет, стабилизируясь к 100—120 дням. Увеличение армирования 
увеличивает нормальную силу на 20%. Зависимость на рис. 2 показы­
вает увеличение угла поворота торцового сечения, при этом конечное 
значение превышает начальное на 40%. Для большего процента арми­
рования эффект изгиба меньше на 35—40%. Перераспределение напря­
жений между арматурой и бетоном в сечениях и их изменение во вре­
мени можно проследить по графикам на рис. 3—4.

Полученные зависимости позволяют дать анализ напряжеино-де- 
формпрованного состояния плиты, испытывающей вынужденные де­
формации в условиях ползучести материала. Они могут быть использо­
ваны при расчете стержневых железобетонных систем на ползучесть.
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I.. IT. ԳԱՅՏՈՎՈ. 1։. Ն. ՊԱՐԵՍԻՊԿԻնՍՈՎՔԻ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ Ս՛Ի ՎԱՐԻԱՅԻՈՆ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ ԵՐԿԱԹԲԵՏՈՆԵ ՀԵԾԱՆԱՅԻՆ ՍԱԼԻ ԵՌՄԱՆ ՀԱՇՎԱՐԿԻ ԴԵՊՔ Ո ԻՄԲԵՏՈՆԻ ՆՍՏՎԱԾՔԻ ՀԱՇՎԱՌՄԱՄԲԱ մ փ ո փ ո ւ մ
Ելնելու} ծ1րրացման 'I ut n անցա կան ո>թ յան itifiutu/i յանից, աււաձւ/ա-սււղ- 

ք>էււյին Հոծանա ւին ։ւալի ւԿէման Համար սա այր[ա<) ք; վարիացիոն հավսւսա- 
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րրոմ' հաշվի աոնելով րետոնի նստվածքը ։ Տրված I, նրա կիրա/ип մ ր սիմետ­
րիկ ամ ցանավորված սալերի Հաշվարկի է/եււ/րում։ ներված Լ հաշվարկային 
օրինակ, որոէմ քէ,՚էյյյ Լ տրված րետոնի նստվածքի Ոէ սողրի ազւյեցոլձ 
քքյունր սալի հիէքերի !։ ղեֆ որմ արիաների վրա.
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