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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЧАСТОТ И ФОРМ 
СВОБОДНЫХ нелинейных колебании 

КАРКАСНЫХ ЗДАНИИ

Для определения частот и форм свободных нелинейных колебаний 
систем со многими степенями свободы обычно используются асимпто
тические методы [I. 2]. Они применимы для систем, характер дефор
мирования которых достаточно близок к лн ней ион зависимости. Вслед
ствие этого функцию, определяющую закон нелинейного сформирова
ния. удается разложить в степенной ряд. содержащий малый параметр. 
При решении задачи принимается, что формы нелинейных колебании 
пропорциональны соответствующим формам линейных колебаний. Ана
литическое исследование колебаний произвольных нелинейно-деформи
руемых систем представляет значительные математические трудности. 
Многомассовые системы, для которых неприменим асимптотический ме- 
год, исследованы В работах [3, 4]. Решении получено с помощью по
тенциальной функции, использованием свойств геодезических линий в 
пространстве.

В данной статье определены точные значения частот и форм сво
бодных нелинейных колебаний многомассовых систем, которые являют
ся расчетными схемами многоэтажных каркасных зданий Применяет 
ся метод, представляющий обобщение метода, используемого Дуф- 
фпнгом при исследовании систем с одной степенью свободы [5].

Рассмотрим свободные колебания многоэтажного здания, масса 
которого сосредоточена на уровнях перекрытий. Принимается, что за
висимость между напряжением п и относительной деформацией е име
ет вид степенной функции:

3 = B|e|il֊Ur u=— , г = 1, 2. 3. (1)
г

где /?2>0, 1—постоянные. При ч--1, М Е, Г—модуль упругости.
Уравнения движения рамной системы с недсформнруемыми ригелями 
имеют вид [6]:

тп.(У{ 1 dir{yi \'t i)r
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y0 - <». 0,

(2)
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где т. масса, сосредоточенная на уровне /-го этажа; у., у։ пере
мещение и ускорение /-ой массы: а . жесткость /'-го этажа при не
линейном деформировании:

•к
(г4֊2/ -2 г УЖ՛ 1 Л-

(I/ -------------------- —-----  . При г = I, СТ.|| — — X'ЛУо ՝
Н7 "'м

/Л высота /-го этажа: х количество стоек этажа; ./{.7 ֊- обобщен 
ный момент инерции А’-ой стойки /-го этажа. При прямоугольном се
чении колонн с размерами поперечного сечения Ь и Л. Л определяет
ся выражением [7|:

г 4-

Уравнения (2) имеют место при г нечетном. При четном г восстанав
ливающая сила должна быт։, представлена в виде, аналогичном (1)

Определим периоды и соответствующие им формы свободных ко
лебании данной системы. Как и в линейных системах, формы колеба
ний нелинейной системы характеризуются тем. что все массы колеблют
ся с одним и тем же периодом и проходят черед положение равновесия 
одновременно. Тем самым, следуя Р. Розенбергу [4|, принимается, что 
формы колебаний линейной и нелинейной систем имеют одинаковые 
свойства.

Для решения задачи представим (2) п виде:

-°'-1- -=-2 — (у,֊ у,-,)г -2 *' (У/.-1-У.Г. '-1. ֊'•՛•■• «•
(1у/ /гц

(3)

Интегрируя (3). при начальных условияхуДО) - С,, у] 0 = 0, получим: 

у/ У/
•-՛ — - 2 | (уч — V/-:)՜ \ ՛֊՛՛ ՝' \ (у* ։ — У«)г т/у(. / -

пи .) ' ' ^-1.)

= 1, 2,---, «. (4>

Обозначая — =‘л н учитывая, что при одночастотпых колебаниях 7 

представляется величиной постоянной, получим.
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Разделяя переменные и интегрируя по г от 1-0 до I- 77-1 и по у. от
У1 = до у, — 0, получим:

1

ije 7՜ период нелинейных колебаний 
Обозначая

air ֊-- ll\f тс, , 1П; = /Л.
1 Г I -Л I—.»

и имея ввиду, что G г — ■ С'п

получим:

— hoiТ)1'!
Н !* J4-J 1

/= 1. 2.---, п. (8)
И

В дайной системе уравнений входят неизвестные значения периода 
(выраженного через А) и соответствующие коэффициенты формы коле
баний у. Уравнение для определения периодов колебаний получим, 
воспользовавшись граничным условием

Хо = У.Л'л = (а)
Из (8), при /' = /1, получим 

и - I — 1

при этом имелось ввиду, что
Хл = 1: ая<.| = 0.

Из системы (8) реккурентным способом определяем:
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X равнение (9) в раскрытом виде имеет вид

(ID

где у։ у2 и вообще у, определяются с помощью (К)).
С помощью (11) определяются значения ? . через которые выражаются 
пГачсння периодов у-ой формы:

■/; ~ 4/ | / "1±Д ■ (12)
I 2г а у /.t * /

После определения /.. коэффициенты / ой формы колебаний вычис
ляются с помощью (I0).

Изложенный метод определения периодов и форм колебаний при
меним н при линейных колебаниях, г е. в случае г-|. Формула (12.) 
показывает характерную для нелинейных систем зависимость периода 
от амплитуды колебаний. Период колебаний зависит только от ампли
туды перемещения одного этажа <в данном случае л-го), так как Фор
ма колебании уже является определенной.

Нами были определены /. и 1.2.3 для многоэтажных зла 
нин. при равных шачениях сосредоточенных масс и жесткостей эта
жей. т. с. при -л,՛ р/ — I. Вычисления проводились при г=3. В отли
чие от случая линейных колебаний, алгебраическое уравнение (I 1) име
ет степень больше п. При этом, степень уравнения (11) зависит от па
раметра нелинейного деформирования г. Однако, численное исследо
вание уравнения (111 показало, что 1экже имеются н действительных 
значений t/,j = 1,2,... it и соответствующие им п форм колебаний. Как 
и при линейных колебаниях, первая форма не имеет узловой точки, вто
рая имеет одну узловую точку и т. д. Полученные значения >•, ,/=1.2,3 
приведены в табл.

Таблица

Корин урав. (11)

Этаж
ность

А, >•3

2 П,50999 1.42
3 0.3328 1.23591 1.475
4 0.24009 0,90501 1.4387
5 0.18459 0.71 IS 1.2575
6 0.14809 0.6Н7 1.1756
7 (1.12249 0.5312 «•,92461
8 .) .10399 0.4359 «’.749
9 0.08911 O.3S899 0.61721

10 0.078 С.31157 0.58998

Значение определенного интеграла /. входящего в формулу (12). опре
деляется выражением [8|:
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(13)

։ ле Г (г)-—гамма функция (таблицы значений Г (г) имеются в [9]), 
Чтобы оценить значения периодов нелинейных колебаний, необходимо 
выразить жесткость нелиисйно-деформнруемой системы г/г(г —3) че
рез соответствую։ цу ю жесткость линейной системы п; Для этой цели 
была проведена аппроксимация зависнмрОтк и г для малоуглеродистой 
стали [10] (в области 0<е<6-10 3 ) степенной функцией вида (1). По-

лучилось, что • К)4 кг/см', т. с.— .=■ — • В случае, когда все стой

ки этажа имеют одинаковые поперечные сечгния и ////г 10, получим:

Н Л/'՜1 
а, = а.-----------1 £ Л2՛՛1 • 0,73 = 0,034-а, •/7-Х (14)

Для системы с одной степенью свободы период нелинейных колебании 
определится выражением:

Лг-՝) — Л'~П •5.04 f-^-) • 
\ Hj

(15

Из (15) следует, что при у„ Н 1,128 периоды нелинейных и линейных 
\г.

колебаний совпадают. При .меньших значениях --- /|г-.?։ <7 Лл-и •
Н

Это объясняется тем. что при малых деформациях жесткость нели
нейной системы больше, чем жесткость линейной, а при больших де- 

формациях | ~ > у- ) наоборот и поэтому /,, 

тиэтажного здания, период /-ой формы определится выражением:

ГДг^Зр. 7у(г=1)- (--Y /<;, /<,=5.71. /(.=8,461, К, ^9,911. (16)
\оп/

Здесь использованы значения 7у(г=1), приведенные в [11]. Как и в 
случае системы с одной степенью свободы, Т;(г-=3) .могут быть как

С 1больше, так и меньше 7у(г=1). Так, например, при ~ —-
оН 18G

7՝, (г = 3) =■/;(№-1), а при 7\(г=3) д* 7\ (г= 1). При вто-
o/i loo

рой и третьей формах Л (г-3), /З(г=3) становится большей 7’2(r 1),
С 1 С 1

Л(г=1), соответственно, при —- >— и-
5/7 605 57/ 93
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Формы колебаний пятиэтажного здания построены на рис., откуда вид
на идентичность характеров деформирования линейной и нелинейной 
ин тем при колебаниях по одному и тому же гону.
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