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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА
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СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМЫ «ГИБКАЯ АРКА 
ЖЕСТКАЯ БАЛКА»

Проблема ишаммки комбинированных систем, испытывающих воз
действие подвижных нагрузок, является актуальной задачей строитель
ной механики. Свободные колебания комбинированных систем исследо
вали многие учепые: одним из первых была работа [1 ]. Свободные и 
вынужденные колебания комбинированных систем исследованы также 
А. Ф. Смирновым, С II. Конашенко, В, А. Смирновым. Г. Я. Куииосом 
и др. [2 -5].

Нами сделана попытка выбрать другой путь определения частот сво
бодных колебаний комбинированных систем, причем, не только низших 
частот, но и совокупность частот для комбинированной системы «гиб
кая арка жесткая балка».

Рассмотрим свободные колебания этой комбинированной системы. 
Интстролифференциальное уравнение колебаний этой арки имеет вид:

а\ ; // ժ-ր4 ՃՒ/ д*у т ժրէ

ах* /՝:<,}(, дх2 ох2 д(՛2
(1>

Эт֊՛ уравнение получается при следующих предпосылках: ось арки 
очерчена по квадратной параболе, стойки нерастяжнмы и несжимаемы, 
жесткость балки постоянна по всему пролету, масса пролетного строе
ния распределена по ыяне балки жесткости. Динамическая часть рас
пора, которая получается при рассмотрении деформированного обстоя; 
ния элемента арки, имеет следующий вид:

где ч / /. а ось арки очерчена по квадратной параболе У=—~ х (/—л՜)*

Для решения пнтегродифберенппзльного уравнения (I) полагаем
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^ = л,г.4$։п (/я-Н). ֊֊ - -֊• (3)
о՝х՝ Н

Из (2) в (3) Л#(/) выражается в виде:

/
Л \т,л1!х= - ( SLlL---- sin [Pt —v) -..\/-/zisin {Pt | /). (I)

Теперь рассмотрим уравнение для »|х. Из (1). (2) и (4) получаем

J
<?n.r f.f

L(, j(, —- — / / —, 
dx՝ dx-

— 0.
о

Форм а стоячей волны з прокси мнруе гея рядом Фурье:

1 V 21 . . r.x
.Cj — sill/ — .
* J- / (6)

VТогда умножая (5) на sin ֊ и интегрируя от 0 до /, получаем

JEtK C,t
17

Sill՞' — dx ֊- НС, f^lr՝xsin* -~dx
о

V 2/ Is!n ^T

Si i dx nip՝՝C, 1 (' iin՝ ՝ р- dл - 0. (7)
’О

Имея ввиду значения следующих интегралов
I t

֊dx
I

sin — 
/

dx = _'В֊')՛ и
ir.

уравнение (7) примет вид:

cfPa l-\t

& Л С.
I
2

1Н*(\ + 8/г) /-
II К-IV - 1| — mp'Ci — и

1]'Ь.д FI)

г

или после простых преобразований
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л/с,-

_ (2тЕа^_ {( IV - 1| <у. [(-!)' _ И 

Н:( 1 4- 8/г1) 1т, ~ /г.
— тр՝С{ = 0.

Дли решения уравнения (8) обозначим:

ЬгЕ.Е. .
//-(1 4֊8«‘)

I (-IV а։ = ----- --------
I-

(8

(9)

(10}

ио
С увеличением степени усиления балки аркой параметр С увеличи

вается, а простои балке соответствует значение С = 0.
Тогда (8) переписывается в виде (( нечетное)

Д/’С/ — С։ НЕ Са> У С. а, т.ргС։ — О, 
/“1

Обозначим

л՜
М

тогда
С( Аг ('֊ !3г Си. х трп-С,1 — п.

С,- Сец х
Д.'1 Иг 1пр

Имеем (все (—нечетные, в противном случае а( - ())

А՜ = 2С=/-‘ I = 
/-։

__________ (7‘-У ।_______________
А(2/-\у 5(2/ - 1): -тр-

ИЛИ -V = О, Тогда С.;} I /1(2/ — Г)։ — С.;_;5(2/ !)• — /7?/;=С.-/_ь Т. с..
։ отлично от нуля для одного-двух значений /. Если для одного, 

тол՜ 0, поэтому нужно выяснить, может ли вырй жен пр .4(2/ 'у1
- 5(2/—1)е иметь одинаковое положи:сльное :гг;;чч:ие ьрц двух рн 

личных натуральных /. Это зависит от Д и 5. но >ю нсгозмож! о* 
т. к. по формуле Виетта можно завис .т.н
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'^= (2л 1т֊1)’<о. 
л

где д и /. искомые значения /, а значит х =£ 0 и

■» /г'-,. ,
1 = С х՝----------------- -֊--------------------- . (12)

— Д (2/ ]) ’ ֊ Н (2/ - 1 )- - тр-

Вычислим сумму

» а‘ч 1У -------------------2֊1-------------------- . (13)
£Л(2/-])‘- 5(2/֊ I)5 тр-

Сегласно (И) эта сумма имеет вил;

4 * 1֊ у-------------------------- 1-------------------------------- -- (14)
& № ֊1)4 Д & ֊ ։ Г ֊ - I )2 ֊ 1

Обозначим у (2/ 1)'-, тогда

________I__________ , _11_____  -Ь.- 4- Д? ,
№ (Ду5 — Ву - тр՝) у - у։ у ֊ у8 у

где 7։, -]а, некоторые коэффициенты, а у, и у2 корни урав
нении

Ду2 Ву — тр- = 0. (15)

Ниеле приведения к общему знаменателю запишем

1 = Т1 (У ֊ Уз) У ֊ 7й (У У։) У 4֊ 7։ (У - У։)(У ֊ У-.).

ч, , ч, . д 5 тр՝1Учитывая, что (у уг)(у ?..) — у--------у и приравнивая коэф-
Д Д

фициенты, при одинаковых степенях у в левой и правой части, 
получим:

У

114-7-. 4֊ ’И - 0;

Ь Ух 'ГйУ-. 7з .
тр- 

‘л ~Т՜

Д 
(з ~ тр

А
тр՝
R .

тр՝ ՝

тр-

(У։ ֊ У? "Ч),։

Окончательно
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ъл , .. = в
'«Л՜’ 12 (Ул— Уг)'«^ “ <У;:֊У1)"Ф'

Теперь сумма (II) принимает вид:

4_ / 1
гА'1 ֊(2/-1Г-У,

Для произвольного г вычислим сумму

(17>

~ 1______

- (2/ 1)=֊г 
у-։

= Ф(г) (1$)

для случаев:

а) Ф (г) имеет простые полюса в точках ± (2/—I), / = 1,..., 

в тех же точках имеет полюса и функция Ч2;

б) <« <*>=(г^՜Й - г-^Гй) •
Отсюда видно, что Ф(г) 2г периодична с периодом 2, а в точ

ках вида 2/ 1, ] — О, ■ 1,... имеет вычеты, равные единице.

Функция tg-՝-г в точке г — 2/ — 1 имеет вычет 11m

Г I v “
■{z 2j - I), равный ------- -------------- = - ~ . кроме того tg -

•• 1 •• м

- sin2 — z 
2

периодична с периодом 2.

IL; этих грех утверждений следует, что функции 2/ФиН 

не имеет полюсов (они сокращаются). Эта функция периодична с не 
риодом 2 и в полосе 0 < R (г < 2 ограничена, поэтому она ограничена 
во всей комплексной плоскости. Согласно теореме Яку видя о том. что 
ограниченная функция, аналитическая во шеей комплексной плоскости, 
есть константа, получим:

2гФ (с)----- — tg — z — cons/
2 2

и так как в точке z = 0 левая часть обращается в ноль, то const = О.

то есть Ф(с) = — tg — z. теперь (1՜) прибретает вид:
■\z 2
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а уравнение (12) переписывается в следующем виде:

tg -j'l >՛, •«V1
Հէ £ *•

€ ‘՚ I Vi ' ~ у՜ W ‘ (19)

Эти трансцендентное уравнение относительно Р- Преобразуем у ранне 
нне (19) для более удобного использования

sin — о
cos ք֊շ-1 У

Подставляя в пего явные выражения для у, и //. — корней уравнения 
(15). коэффициенты ։:. 12 и .-13 и. (9) и (10), а также yt. у2, у. и,. (16), 
получатся все точные значения для Р:.

В качестве примера определим частоты свободных колебаний ме
таллического моста комбинированной системы «жесткая балка — гиб
кая арка с ездой поверху при данных: L — 120 / — 18 м;

^=£й=2,1Л0т т лР: Р.; 0. 03276 лг; Л6 0,13373 .if; Л-9,04356 
л/’; Н 402.53 т.

Расчет по уравнению (20) произведен на ЭВМ ЕС на алгоритми
ческом языке «FORTRAN IV». удобном ;ля программирования и ре
шения инженерных задач. Получены следу кмине низшие частоты вер
тикальных свободных колебании для рассмотренного примера.

/■>, = 7.500 сек֊’: Р., 10.50-11 сек֊': Р3 = 25.1087 сек »;
Л -19,5917 сек֊': Р, 82,8341 сек-': Рл 123,8960 : и т. л.

Լ. Դ. ՊեՏՐՈհճԱՆ. II. Դ. ՌՈ1՚1»11ՆՈՎհ«

«ՃԿՈՒՆ «|Ա1ՈԷՐ —1||16Տ ՀԵԾԱՆ» ՀԱ1Ո1.1|ԱՐԴ1' 11.9.11.տ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐՐ.

Ս. մ փ ո փ ս 1 մ
ձւււքվտծոէմ ււիտւորկւյում են Համսւկցված ^կէւչսւ Հեծէսն- ճկուն կամարՀ> 

■,ամակւպւպի ազատ </> ա ա ան»> մն !/[> ի հահա խ ու ք} չունն հր ր , հրր /յրք} ևեկոէթ յու - 
^1' 11րտկտնսւէւվում Լ զոսւիէէվ։ Տատանռւմնհրի դիֆերե)էւքիսղ Հավա-
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ишри шЪ ( ииЛ^шЛ '> ту)>ш"!/ <пшшшЪ։1 шЪ <!ш-
>1шЪт1ц //ш/, ш/у .Ч1:[шчи>1и1и>ъ [тЛпиЗу ^ииЗ и11(шру[1 ш/ип» тшшш- 
Ъпч1Ы.у/> 1՝ч(Пу ,'и/Л’ш/»/«»7?у//б1/Ъ7^/// я^/^лГ/яЬ \iiiifuipi
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