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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

И \. АЛАВЕРДЯН

ПОСТРОЕНИЕ ОБЩИХ КАСАТЕЛЬНЫХ ПРЯМЫХ К ПАРАБОЛЕ 
И ОКРУЖНОСТИ

§ I. Когда центр окружности находится 
вне параболы, на оси симметрии

В поставленной задаче .можно провести две внешние н две внут­
ренние общие касательные. С этой целью строим наклонный (парабо­
ла как основание) и дно прямые (окружность как основание) круго­
вые конусы так. чтобы они был։։ описаны вокруг одного и того же

шара, центр которого расположен в точке пересечения осей постро­
енных конусов.

Далее проводим две общие касательные плоскости ()х и (2г к 
поверхностям наклонного и одного прямого конусов, а также и 
О։—к поверхностям наклонного и второго прямого конусов. Искомые
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касательные (внешние и внутренние) будут получены, как линии пе­
ресечения плоскостей X и с плоскостью заданных кри­
вых (//).

Решение на эпюре. Парабола задана вершиной 1 и фокусом /. 
Окружность /?<0։1 задана центром в точке 0։, вне параболы, на оси 
симметрии (рис. 1). Принимая заданные кривые как горизонтальные 
проекции, строим фронтальные проекция Г/' параболы и 2'о'։3' ок­
ружности. Фронтальные проекции Г$’4' наклонного и 2X3'—2'^3' 
прямых конусов строятся подобно [1|. Из построения видно, что 
фронтальные проекции построенных конусов касаются окружности с

Рис. 2.

центром 03 (являющейся фронтальной проекцией вспомогательного 
шара) в точках с,, X с'„ с, и с'., с6. Линии с՛, X X и X 
являются фронтальными проекциями окружностей касания конусов к 
шару. При этом окружности касания прямых конусов к шару пере­
секаются с окружностью касания наклонного конуса к шару к точках

*;). к2(ь2, и /<3(*г, /.■,), к, л, /<;>.
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Соединяя точки /<։ и К. I вершинами 5,(5,, ^), 52(х2. <), а 
точки /<3. Л'4—с вершинами (.у։. 5՜), 5,($3> $3), получим четыре па­
ры пересекающихся образующих [5։/<։ (х։А’։, .$'А՛'). \Ж։ (хД, х2/е։) и 
5։Л9(х։А’2> х,^), 5,Я2 ($,£.. Х2Л2)| и [^(хЛ. х^), 5лЛ'3(х3А’л. <( А.,) и 
5։Л.։ ($« /<։• 5՜;/'•О՝ ($л I• которые определяют две общие ка­
сательное плоскости ()3, Цй к поверхностям конусов с вершинами 
5։, и две плоскости (/,. О,- -с вершинами 5։, 5;1. Затем находим 
горизонтальные следы Л1| (т3т\), Л\ (лп //,). М..(т2, /и'), М(/։.., п2) и 
Л!3(/л3, т՛,), 1М3(п3. /Г), М^нц, т\), Л\{п3, п\) указанных образующих. 
Если соединить следы сиотпетстаснных пересекающихся образующих,

Рис. 3.
получим горизонтальные следы р:и, (7„,։ (внешние) и ф4,։, (?41, (внут­
ренние искомые касательные).

При значении /^>0^ существуют две общие касательные, при 
/?=0х1 три общие касательные, а когда /?=0 дне касательные.

§ 2. Когда центр окружности находится внутри параболы, 
на осн симметрии, правее фокуса / (рис. 2)

Пространственное объяснение данной задачи, а также решение 
на эпюре аналогичны § I. В этом случае существуют четыре общие 
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касательные. при 0։1>/?>нормали параболы (проходящей через центр 
01 данной окружности).

Полученные горизонтальные следы Р։Н, <&п, С?зн и О4и являются
и с ко м । .1 м и каса тел ь н ы м । т.

1°. Когда центр окружности находится правее центра кривиз­
ны (7):

а) (7?«0։1) >существую! три общие касательные:
б) (/? 6,1) две касательные;
в) (/? =? нормали параболы) две касательные;
г) (/^Снор.мали параболы) окружность находится внутри па­

раболы, следовательно, нет общих касательных.

Рис. ֊1.

2'. Когда центр окружности совпадает с центром кривизны (/):
а) (7?.>0х1) - > — две касательные;
б) (/?=011) •>—одна касательная;
в) (/?<0,1)-> ист общих касательных.
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§ 3. Когда центр окружности совпадает 
с фокусом параболы (рис. 3)

В данной задаче, когда радиус заданной окружности су­
ществуют две общие касательные. Задача решается аналогично 
§§ 1, 2. Горизонтальные следы и р21< будут искомыми касатель­
ными.

При /? /1 существует одна касательная. При ₽•</! окруж­
ность находится внутри параболы, следовательно, нет общих касатель­
ных.

§ 4. Когда центр окружности находится между фокусом 
и вершиной параболы (рис. 4)

В данной задаче все построения аналогичны §§ 1, 2. Горизон­
тальные следы <^.1։ и будут искомыми касательными при

При /?=0г1 существует одна касательная, а при ЖД1 окруж­
ность находится внутри параболы, следовательно, задача не имеет 
решения.

Решение задачи аналитическим методом. Пусть в пространст­
венной декартовой системе координат заданы парабола и окружность 
соответствующим и уравнениям и:

у- = 2Рх, / = 0; (1)
(л- о։ + № = /?\ г = о. (2)

Построим сферу радиуса |Л{ ('Л| которая касается
/ Р \плоскости ДТП и точке /*(-—♦ 0> О )• ?• е. в фокусе параболы

(1). Если считать, что Л>0, />>0, уравнение сферы будет

(*֊֊-У + /-(*-Л)’ = л:- (3)

Построим конус, описанный к сфере (3), г направляющей линией 
параболы (1). Его уравнение имеет вид:

7.^ -2Рхх{7-7.у- : 2Р7.{Х л։)(Л ^) = О, (<>

Точка 5՛, (л՜!, О, г։) является верп иной конуса (I).
Построим сферу, касающейся к конусу (4) с центром в точке 

03(/, О, 20):
(Л- /)'•' + /+(/ /о)’=^ (6)

где
_ 4^4-р»-|-2/р ։ ? (2/Р4-4Л2 —Рг)

0 “ 4 ’ 4Л
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Теперь построим два прямых конуса с направляющей линией 
окружности (2) и описанных вокруг сферы (6). Уравнение конусов 
будет:

4(* 2։)- = о, (/ = 2,3), (8)
где

4 > (А-/ (9)
Рр —о2о Я* 4 о/р

Уравнения линий пересечения плоскостей (10). (II), (12). (13) с 
плоскостью ХОУ имеют вид:

В общем случае, конус (4) с конусами (8) имеет четыре общие
касательные плоскости, уравнения которых имеют вид;

Х..7\(х 1)~7,\ 1 Г;у4-/?2 Р2. 0; (Ю)

7,7\{х 1)~7..,} 1 77у Н7. + ЦХ2 -֊֊ 0: (И)

-237Их֊/)+/31 1 ’Л у ^73=0-. (12)

73Тй(х 0+^1 1 ֊Пу R/. /?24 = 0, (13)
где

Л=(2/ Р)֊’ [Я + (R֊ 4- Р* 2Р/)31; (14)

7'... = (2/-Р)֊։[Р (/?г4֊Р2 2Р/)Н (15)

ли /) 111֊ Лу R 0, 2=0; (16)

Л<* 0 V 1 г-УЧ- R -0, 2=0; (17)

Л (л /) ЬГ 1 Пу R -0. 2=0; (18)

ли /) I 1 '֊Пу г R 0. 2=0. (19)

Очевидно, что прямые (16), (17), (18). (19) являются общими 
касательными к параболе (1) и. окружности (2). Теперь рассмотрим 
частные случаи.

§ 1. Когда центр окружности находится вне параболы, 
на оси симметрии (/= |/|<0):

а) (Я<Ю) И< 1)->сушествуют прямые (1$). (17).
(18). (19);

б) (/?=|ф- 7'а < 1 > л՛ = 0, 2=0 и существуют
(18). (19);
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в) (R > И)‘Я>(П^> 1* Т7<1) существуют (18), (19);

г) (Р > 0 = /) ->(7'֊> 1. Г?<1)- существуют (18), (19).

§ 2. Когда центр окружности

на оси симметрии, правее

находится внутри параболы, 
/ Р . , XЪокуса I — < / < ос ) •

Здесь рассмотрим три случая.

а) 1Ж) 7^(2/ И| (Л ” Л комплекснозначные) - -■ нот об­
щих касательных:

б) IЯ - | Р[21 Л (г, = 7, - ]/Г> 1 ) -> ТО же;

в) (Гр(2/ —/>)</?</{ ('/'•> 1, '/■*>!)->то же:

г) (/?=/)₽. (У?> 1, Т„- 1)->х = 0, 2 = 0;

а) (/?>/)- (7?>1, Тт<1)- существуют (18), (19).

2°. 1 = Р:
а) (/?< Р)-> (Г. и Л комплексиозначные)-> нет общих каса­

тельных;
б) (р = р) (7'։ = 7\= 1)->х = 0, 2 (I;

в) (/?2>Р) (/';>], 7';<М)- существует (18), (19).

3°. Р</<-|-оо:

а) (/?< |Р(2/ Р)], т. е. радиус окружности (2) меньше дли­
ны нормали, проходящей через точку (/, О, 0). В этом случае 7. и 
'Л комплексиозначные и, следовательно, нет общих касательных;

б) 1 R = | Р(2/ _ Р)] . = 7-_ | _Д_ < 1 суще-

ствуют две общие касательные;

в) (У Р(2/— Р)< Р< 7] ֊ (7:’<^1, Тг. < 1)- сушщтвхь л (16). 
(17), (18), (19);

г) (Р= /)->(Ух= 1, 7|<1)->л-=0, 7-0;

Д) (Р>/) >(7'“>1, 1)•=>существуют (18). (19).
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§ 3. Когда центр окружности совпадает 
с фокусом параболы ([ — — 'у

В этом случае имеем [ср. (7). (9)]

Л0 = Л; г = Л; р = /?; 4֊2/?։А(/?’-Л:)֊1; 7. = 0.
Здесь сферы (3) и (6) совпадают, поэтому один из конусов (8) 

(/• = 3) исчезает. Уравнения общих касательных плоскостей конусов 
(4) и (8) (при / — 2) имеют вид:

7.Рх 4- 272т (у ֊ т) ) 2Р57 = 0:
7,.Рх 27т{\՝ т) 2 №7 —0. 

где
,П-(^ 

\ -I '

.Пинии пересечения плоскостей (20). (25) с плбскостьк ЛОГ бу­
дут:

/п)=0, / = 0; (23)
/?:) = (), Л = 0; (24)

нет общих касательных:

(20)
(21)

(22)

Рх ! 2///(у
Рх 4 2/м (у «

а) (/я—мнимая)

в) ( Р > — ) (/?/ действительная) > существуют (23). (24).

§ 4. Когда центр окружности находится между фокусом

и вершиной параболы Р_
9

а) (Я’СО ^>1) неч общих касательных;

б) (/? 0 (7'?>1, Т.,= 1) -л 0. 7 0;

н) (7?2>7) П<' 1) --существую՞ (18), (19)
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կք ։ч եսական նշան ակրռթ յան։ Պ արարոյի հ շրջանագծի րնգհանար շոշափող֊ 
ների կաոուցմ ան Համար օղակում ենր գծագրական երկրա չսոի ու ի յան աոյա- 
րատիյր

Սարողշ կաոոէցամներր Հիմնավորկած են տեսականորեն, որր և Հնա- 
րակռրութ յՈէն է տայիս քՈէծկած իէնգիրներր կիրառեք ին րն ա р ի ո ա չին ուէք յ ան, 
նա կաշին ուիք յան и մ երենաշինէէէթ յան այ/ րնադակաոնէւրէււմ >

Л И Т Г. Р А Т У Р Л

I. А.хии-рд.чи Ր. .-1. Шахба-.шп К. X. Построение касательных прямых к кривым второ 
:о порядка Известия АН Арм. ССР (серия (Н)>. т XXX № 2, 1977,
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