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ИССЛЕДОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ МАШИННЫХ АЛГОРИТМОВ 
СПЕКТРАЛЬНОГО АНАЛИЗА ДАННЫХ

Алгоритмы быстрого преобразования Фурье (БПФ), реализующие 
эффективные, методы машинного расчета интегральных преобразовании 
Фурье на основе формул дискретного преобразования Фурье (ДПФ). 
стали за последнее десятилетие одним из основных средств математиче
ского обеспечения современных ЭЦВМ и получили практическое при
менение при решении ряда современных проблем в физике, биологии л 
технике [1 -3].

Существует ряд вариантов БПФ, различными путями реализующих 
эффективные вычислительные процессы согласно формулам ДПФ 
[4, 5]. В большинстве работ, однако, не исследуется эффективность са
мих формул ДПФ по сравнению с другими численными методами вы
числения интегральных преобразований Фурье. Между тем. существует 
ряд численных методов вычисления этих преобразований [6—9]. эф
фективность которых по точности расчетов может быть выше, чем у фор
мул ДПФ. В частности, в недавно опубликованной работе [10] показа
но. что гауссовский метод численного интегрирования существенно по
вышает точность алгоритма БПФ. Однако, этот метол ограничивается 
использованием функции, заданных в аналитическом виде.

В данной работе проводится сравнительный анализ формул ДПФ 
с формулами приближенного расчета преобразования Фурье с ис
пользованием кусочно-линейной аппроксимации исходной функции, ко
торая может быть задана совокупностью значений в равноотстоящих 
точках или аналитической функцией. Этот метод расчета, основанный 
на аппроксимации преобразуемой функции отрезками прямых, сопря
гающихся в ее равноотстоящих ординатах, сокращенно обозначим 
КД ПФ (кусочно-линейное преобразование Фурье).

.Метод Л'Л/7Ф. Метод приближенного вычисления интегралов Фурье 
путем замены исходной функции отрезками прямых, сопрягающихся в 
ее равноотстоящих ординатах, рассматривается в вычислительной ма
тематике как частный случай многочленной интерполяции [11. 12]. В 
силу своей относительной простоты этот метод получил широкое при
менение при решении практических задач, хотя известны попытки ис
пользования более сложных вычислительных процедур, основанных на 
способах аппроксимации отрезками третьей [13] и более высоких сто-
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пеней [14]. На основе метода кусочно-линейной аппроксимации разра
ботан ряд графо-аналитических методов, теми или иными способам/ 
обеспечивающих упрощение вычислительных процессов [6 9. 15].

Широкое применение получили методы трапецеидальных [8, 15] н 
треугольных [6] частотных характеристик, в которых кусочно-ломаная 
аппроксимирующая кривая представляется в виде суммы типовых тра
пеций или треугольников, частотные спектры которых табулированы 
[16]. Аналогичные принципы используются в модификациях этих мето
дов, связанных с использованием различных форм преобразований 
Фурье [ 17—19].

В последнее десятилетие благодаря развитию современных машин
ных алгоритмов расчета преобразований Фурье графо-аналитические 
методы, основанные на методе кусочно-линейной аппроксимации, утра
тили свое значение. Но очевидно, что метод КЛПФ может служить ос
новой для построения машинных алгоритмов спектрального анализа 
данных. Для решения вопроса о целесообразности построения этих алго
ритмов необходим сравнительный анализ методов КЛПФ и ДПФ в от
ношении точности расчетов, удобства реализации на ЦВМ и времени 
м а ш и н н ы х в ы ч и сл е н и й.

Сравнительный анализ методов. Для исследования методов ДПФ и 
КЛПФ заметим, что процесс вычисления частотных спектров согласно 
нм может быть подразделен на два этапа: 1) аппроксимацию анализи
руемого процесса во временной области суммой базисных функций; 
2) расчет искомого частотною спектра путем суммирования спектраль
ных характеристик базисных составляющих.

Пусть h(t) преобразуемая функция времени, заданная своими 
дискретными равноотстоящими значениями в точках k-Sl
(6 = 0.1 ?V), где А/ — шаг дискретизации, W-H —число отсчетов.

Представим h(t) в виде

.V
A(0 = VA(*.At).?i(r), (1)

ft-0

где - базисные функции, определяемые следующими соотно
шениями:

©д(6.ДО = 1;

{m- М) = 0 при (2)

С учетом последнего равенства, выражение (1) может быть пред
ставлено в виде

л-
й(0 = V Л(я-Д/).?։(Л֊*.Д0. (3)

к—г.'
5-546
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Если анализируемый процесс аппроксимирован согласно уравнению 
(3), то частотный спектр Н (}&) определяется выражением

.V
//(усо) = 90(»-У Л (А- д/)-е-МА', 

Л-0

где (р0(/ш) — частотный спектр функции ф0(/).
При использовании метода ДПФ функция <р0(/) (рис. 1а) выражает

ся следующим образом:

.. 51Пшс/
<?о(0 =------ — ՝ (о)

где <1>с = — •
Дг?

При использовании метода КЛПФ <р0(/) может быть представлена в 
виде показанного на рис. 1а треугольного импульса.

Рис. I. а — базисные функции; б՜—частотные Спекторы базисных функций.

Частотные спектры рассмотренных базовых функций определяются 
следующими соотношениями:

1) В случае ДПФ — % (» = Л/, при |ш|<^шс:

(Л») = 0, при | ш | >о>с; (6)

2) В случае КЛПФ - (» = 2 1 ~ 608 . (7)
о)2 А/

Рассмотренные функции <р0(/о) представлены на рис. 16. Сравне
ние их показывает, что частотные спектры базисных функций (5) огра
ничены значением и>с, вследствие чего расчет частотных спектров по 
формулам ДПФ имеет аналогичное ограничение. На частотные спект
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ры, рассчитываемые методом КЛИФ, оно не распространяется, по
скольку функции (7) не имеют ограничения по частоте. Анализ форму
лы расчета Я(/©) (4), с учетом соотношений (6) и (7), показывает, что 
основной объем вычисления, связанный с расчетом сумм в выраже
нии (4), одинаков как при использовании метода ДПФ, так и метода
КЛПФ. Поскопьку расчет выражений, входящих под шак суммы в урав
нении (4), осуществляется с помощью алгоритмов Ы1Ф [201, очевидно, 
что метод КЛПФ при машинных расчетах может быть реализован на 
основе алгоритмов БПФ.

Одним из преимуществ метода КЛПФ, по сравнению с ДПФ. яв 
ляется то, что он теоретически не имеет ограничения, по частоте кото
рое практически возникает, будучи связанным с шагом дискретизации 
АГ и частотой юс, поскольку погрешности аппроксимации во временной 
области зависят от А/. Тем не менее, как показали результаты расчетов 
в приводимом ниже примере, метод КЛПФ позволяет вести расчет 
частотных спектров до значений, в несколько раз превышающих ч.

Другое преимущество метода КЛПФ. по сравнению с ДПФ, прояв
ляется в тех случаях, когда анализируемая функция имеет разрывы пер
вого рода на отрезке (О, А'՛АГ) или на концах заданного отрезка време
ни в точках 1=0 и / = Л'-ДГ. Действительно, пусть анализируемая функ
ция й(/) имеет отличные от нуля значения /։(0) и Л(/7-Д/) и пусть

А (0 = 0 при /<0 и при />.У-А/. (8)

как показано на рис. 2. При аппроксимации ее выражением (3) с базис
ными функциями (5) аппроксимирующее выражение не может удовле
творить условию (8), поскольку функции (о) отличны от нуля па всей 
числовой оси. Это обстоятельство обусловливает значительные погреш
ности при расчете в аналогичных случаях частотных спектров ио фор
мулам ДПФ. В случае метода КЛПФ для соблюдения условия (8) ап
проксимирующая функция обрезается на концах отрезка, как показано 
на рис. 2. Это достигается тем, что в точках /=0 и /=Л'-А/ располага
ются вершины прямоугольных треугольников а1 (/) и ал-(0- В этом 
случае формулы расчета частотного спектра приобретают вид:

н (>) = 2 1 у й (А. А О е ֊ +

-К Л (0)о,(/ш) 4- Л(,У-Д/).а; (^)е (9) 

1 СО£«> • А/
ш’Д/

31П и>Д/

0>Д/
М» = (10)

где а,(/<») функция, описывающая частотный спектр треугольного 
импульса а, (О, а ^ ( Л») — сопряженная с ней функция комплексной 
частоты.
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Представление формул спектрального анализа в виде выражения (9) 
не меняет выводов относительно применимости алгоритмов БПФ и при
мерно равных затрат машинного времени при использовании методов 
ДПФ и КЛПФ. Действительно, исходя из того, что при расчете частот
ных спектров обычно задается не менее нескольких сот отсчетов, ясно, 
что основной объем вычислений связан с расчетом сумм в выраже
нии (9), который выполняется на основе алгоритмов БПФ. Расчеты по
правок. учитывающих спектры функций а1(/) и ад. (/), занимают при 
этом незначительный процент от общих затрат машинного времени.

М*.‘

Риг 2 Аппроксимация анализируемой 
функции: а — равнобедренными треуголь
никами внутри отрезка аппроксимации: 
б прямоугольными а։ (/) н ад. (/)— на 
его копнах.

Ниже приводятся примеры, иллюстрирующие погрешности расчета 
частотных спектров путем сравнения теоретических кривых с расчетны
ми. полученными методами ДПФ и КЛПФ. Расчеты выполнены на ЭВМ 
«Наири-2».

Пример I. По переходной функции (11(1) колебательного звена с по
стоянной времени 7' = I. коэффициентом затухания £ = 0,6 и переда
точным коэффициентом к - 1 рассчитаны его частотные характеристи
ки. Приближенный расчет преобразований Фурье согласно методам 
ДПФ и КЛПФ производился от функции /։(/) = I — //(/). которая удов
летворяет условию /|(/) -0 при необходимому для существования 
интегралов. Далее, по частотным спектрам функции /։(/) рассчитыва
лись спектры функции /7(г) и частотные характеристики колебательно
го звена.

На рис. За показана амплитудная частотная характеристика колеба
тельного щена, вычисленная по точным формулам, и приближенные ха
рактеристики, рассчитанные методами ДПФ и КД ПФ по одному и то
му множеству дискретных ординат анализируемой функции, взятых с 
шагом дискретизации А/ = 0.05 отн. ед. На рис. 36 представлены кри
вые ошибок, причем кривая, полученная из расчетов по формулам 
КЛПФ, увеличена в 10 раз.

Как следует из представленных данных, в рассматриваемом случае 
формулы ДПФ в определенных диапазонах частот дают ошибки, значи
тельно превышающие их при расчетах методом КЛПФ. При рассмотре 
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нин погрешностей выделим дня частотных диапазона: <»• ^> и>։: и
Как отмечалось, формулы ДПФ не применимы для частот -м и>с. в то 
время, как на метод КЛПФ это ограничение не распространяется

Рис. 3 а — сплошная кривая ампли
тудная частотная характерце;нкз (АЧХ) 
колебательною звена, рассчитанная по 
точным формулам; с ней в масштабе ри 
сунка сливается кривая, рассчитанная 
методом КЛПФ՛. Пунктирная кривая — 
АЧХ, рассчитанная методом ДПФ; б — 
кривые ошибок при расчетах АЧХ мето
дами КЛПФ (сплошная кривая) и ШФ 
(пунктирная кривая).

Причину возникновения значительных ошибок при расчетах по фор
мулам ДПФ в области частот и»<^шс следует искать в погрешностях 
аппроксимации рассматриваемой функции при /=0, где она претерпе
вает разрыв первого рода. На рис. 4а представлены аппроксимируемая 
кривая Л(0 и функция й(0. соответствующая аппроксимации базовы
ми функциями (5). согласно выражению (3). Кривые ошибок аппрокси
мации представлены на рис. 46. Как видно из рисунка, функцию 
можно представить в виде упругой нити, жестко закрепленной в точках, 
соответствующих значениям й(Л-Д/). В случае резких изменений между 
соседними точками, функция /։(/) дает значительные погрешности 
аппроксимации на промежутках между узловыми точками. Такое пове
дение наблюдается в окрестности точки ! = 0, что обусловливает зва
тельные погрешности при аппроксимации в области времени и. соответ
ственно, при расчете частотных спектров. Метод КЛИФ менее чувстви
телен к разрывам преобразуемой функции, что следует из анализа при
веденных на рис. 3 и 4 кривых ошибок.

Пример 2. Для исследования точности рассматриваемых алгоритмов 
при анализе текущих спектров, необходимость которого возникает при 
исследовании нестационарных процессов, нами были рассчитаны теку
щие спектры экспоненциальной функции вида у = А՝е~а1 и сравнены 
с теоретическими, вычисленными по точным формулам. Текущий спектр 
функции времени, определенный на некотором конечном интервале 
[О, Тт], вычисляется по отрезкам тТ = Тгп(т = 1. 2. ...,Л4), на концах 
которых преобразуемая функция имеет разрывы первого рода.
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Па рис. 5а представлены текущие спектры амплитуд, рассчитанные 
по 120 ординатам исходной функции для моментов времени / = 2Т, 
/ = 47 и / = 67 по точным формулам (сплошные кривые), методу КЛПФ 
(точечные кривые) и формулам ДПФ (пунктирные кривые) для диапа
зона частот 0,01 100 гц. Расчеты по методу КЛПФ обеспечивают прак
тическое совпадение со спектрами исходной функции, определенными 
по точным формулам.

Рис. 4. а —функкин Л (О (сплошная кривая) и h(t) (пунктирная кри
вая) для колебательного звена. В масштабе рисунка кусочно-лома
ная аппроксимирующая кривая практически совпадает с графиком 
функции й(0; б — кривые ошибок для случаев аппроксимации 
функции h (/) кусочно-ломаной кривой (пунктирная кривая) и функ

цией h(t) (сплошная кривая)

Расчеты но формулам ДПФ дают значительные ошибки в начале 
частотного диапазона и начиная с граничной частоты Соответствую
щие кривые ошибок представлены на рис. 56. где сплошные линии от
носятся к расчетам по формулам ДПФ, а затемненные части — ошибкам 
расчета по методу КЛПФ.

Как было показано выше, причина возникновения значительных 
ошибок при расчете частотных спектров по формулам ДПФ связана 
с неточностями аппроксимации базовыми функциями (5) поведения 
преобразуемой функции в точках разрывов; метод КЛПФ в значитель
но меньшей степени чувствителен к разрывам исходной функции.
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Рис. 5. а — амплитудные текущие спектры: б — кривые ошибок 
текущих спектров.

Выводы

Анализ приведенных результатов, а также ряд других расчетов, 
выполненных авторами [21, 22], позволяют сделать следующие выводы.

1. Метод КЛИФ при равных условиях требует практически таких 
же затрат машинного времени, как и ДПФ.

2. При расчете частотных спектров в равномерных шкалах частот 
вычисления по формулам метода КЛПФ могут осуществляться с помо
щью алгоритмов БПФ.

3. Метод КЛПФ даст возможность с практически высокой точно
стью рассчитывать частотные характеристики для значений, больших 
граничной частоты шс. т. е. в диапазонах, для которых метод ЛИФ не 
применим.
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■1. В области частот <»<»•»« методы ДПФ и КЛГ1Ф имеют практи
чески одинаковую сочность, за исключением случаев, когда преобразуе
мая функция имеет на некоторых участках разрывы первого рода. В этих 
случаях .метод ДПФ дает значительные погрешности расчета частотных 
характеристик, которые существенно меньше при использовании мето
да КЛПФ.

5. При необходимости обеспечения одинаковой точности расчета 
частотных спектров, метод КД ПФ н ряде случаев требует задания су
щественно меньших массивов исходных данных.

Это дает основание рекомендовать метод КЛПФ в качестве основы 
для построения машинных алгоритмов спектрального анализа.

Институт физиологии
ЛИ ЛрмССР Поступило 17.111.1977

Դ. Ս. ւՈյԼՔՈՆՅԱՆ. Ա. Ա. ՂԱՔԱՐՅԱՆ

ՏՎՅԱԼՆԵՐԻ ՍՊԵԿՏՐԱԼ ԱՆԱԼԻԶԻ ՈՐՈՇ ՄԵՔԵՆԱՅԱԿԱՆ 
ԱԼԳՈՐԻԹՄՆԵՐԻ ՀԵՏԱԶՈՏՈՒԹՅՈՒՆ^

Ամփոփում

Հողվածում կատարված I; Ֆռւրյեի ինտեգրալ վերափոխումների մոտա
վոր Հաշվման մեթոգի վ եր/ ուծ ութ չուն' Համեմատելով Ֆուրյեի կա որ-ղծ ային 
վերափոխման (ՖկԳՎ) մեթողր Ֆուրյեի ղիսկրետ վերափոխման (ՖԴՎ) բա
նաձևերի Հետ է

Հաշվարկի տիպային օրինակի վրա ցույց է տրված ճշտության աոումով 
ՖԿԳՎ մեթոգի ղգալի աււաւ[հլություններր բարձր հաճախականությունների 
տիրույթում և ցածր Հաճախականութ յոլնների տիրույթում' այն ղեպքում, երբ 
վերափոխվող ֆունկցիան ունի աոաջին կարգի խղՈւմւ Այն բանի հիման վրա, 
որ Ֆ4ԳՎ մեթողր պահանջում է մ երևնա յական ժամանակի նույնպիսի ծախս, 
ինչ որ ՖԴՎ-ն և կարող է իրացվել Ֆուրյեի արաղ վերափոխման ալգորիթմ ի 
ո ղտ ա գործ մ ամ բ, եզրակացվում Լ, որ նպատակահարմար Լ ՖԱԳՎ մեթոգի 
հիման վրա կառուցել սպեկտրալ անալիզի ա լգորի թ մներր ւ
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