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ПРОЕКТИРОВАНИЕ РАМНОЙ КОНСТРУКЦИИ 
МИНИМАЛЬНОГО ОБЪЕхЧА ПРИ ЗАДАННОМ ЗНАЧЕНИИ 

ОСНОВНОЙ ЧАСТОТЫ

Рассматриваются вопросы проектирования рамных конструкций 
минимального объема (массы) прн заданном значении основной часто- 
гы свободных горизонтальных колебаний. Такая постановка задачи мо
жет быть рассмотрена как определенное приближение к сложной и в 
то же время актуальной проблеме оптимального проектирования сейсмо
стойких зданий и сооружений [I]. Например, можно предложить такую 
схему оптимального проектирования: сначала определяется часто га 
основного тона свободных колебаний конструкции, исходя из условий 
минимума сейсмических нагрузок и различных прочностных или кои 
структивных требований, затем, но заданному значению основной часто
ты, синтезируется конструкция каркаса, но так. чтобы распределение 
материала было бы оптимальным.

Вопросу проектирования конструкций .минимального объема (мас
сы). при заданной собственной частоте, посвящены исследования 
[2 --7] В них рассматриваются колебания стержней с различными 
опорными закреплениями. В настоящей работе рассматриваются гори
зонтальные колебания рамной системы.

Динамическая расчетная схема принимается в виде системы •֊՝ ко
нечным числом степеней свободы. Уравнения движения составляются 
используя метод деформаций, применение которого даст значительное 
преимущество для получения аналитического решения задачи. Схема 
рассматриваемой рамы приведена на рис. 1. Составим уравнения стати
ческой деформации под действием горизонтальных си.՛: Р}, .. . Р.
[8] . Уравнение равенства моментов для узла // имеет вид:

Ъ-1. } "Ь /-\ Т" ^1} н՜ г1. г 1 •' г1. } ~ 5т+1. ?// 4-

-Г ;+։ Т* ‘1 I. ; ~ уд г 1 = ('1’

Для получения остальных уравнений нужно принять:

'■<0=^=^ + !./ = ^ = >’Л + 1 =°»
I — 1, 2, ..., п; у = 1, 2, ..., к.
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Уравнение поперечных сил для i-го этажа имеет вид:

Рис. 1 Схема рами.

Здесь sii~ погонная жесткость /-ой стойки /-го этажа; 
погонная жесткость /-го ригеля г-го этажа: vlf— угол поворота узла 
с координатами г и /; у — разность перемещений /-го и /- -1)-го этажей. 
Стержни рамы имеют прямоугольное сечение. В дальнейшем примем, 
что отношение высоты сечения стержня к его длине (у) задано и в дан
ном случае для всех элементов постоянно, следовательно, поперечное 
сечение каждого элемента характеризуется одним параметром. Имеем.

= = <3>

где модуль упругости материала стержня: Л9 — площадь попе
речного сечения /-ой стойки /-го этажа; F<'' площадь поперечного 
сечения /-го ригеля /֊го этажа.

Уравнения свободных колебаний получим, принимая

р = — щ (У1 4- у3 4-----+ уЭ". (‘О

где т. — масса, сосредоточенная в уровне ;-го этажа: (у։4-у.4- • • у ) 
ускорение массы =-го этажа. При одночастотных колебаниях

= ч>\։ sinу, = у J sin w/, (5)

где to — круговая частота свободных колебаний; у՜ — амплитуд
ные значения соответствующего угла поворота и деформации этажа. Под
ставляя (3), (4) и (5 )в (I) и (2). опуская звездочки при q и у и умно
жая (2) на —I. получим:
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<1>,у = 2ЛГ, , + 2/-у., Ч,. 3., + 4 W П? + 4,-։ F<'>M +

+£/*>+ Н„> ^+>,.,) -I- 2i;FWК /<։ + 2Я,.։ Л’Л. ;?,•>.;֊

-6/^>у1-6^1.уУ(+1 = 0; (6)
I = 1, 2, ... , П\ j — 1, 2.......k;

_ * * Л*>ф, = -6 £ F<;> (Ti/ + f( , 7) +12 V -2L У,
/=1 J-1 1

i = 1, 2, n\

— «: ֊ (У1 - V2 4՜ ՛ ՛ ’ 4՜ У-.) 0; (7)
1

/=1, 2,

При войске оптимальных параметров каркаса считаем /и. = const. 
Это допущение можно считать приемлемым, так как обычно собствен
ная масса элементов каркаса мала по сравнению с внешней вертикаль
ной нагрузкой. Геометрическая схема каркаса считается заданной.

Итак, задача формулируется следующим образом: требуется опре
делить минимум объема рамы

и = у у /•■<»!//, + уу'т/., лт ' лшЛ ՝■>1=։ /«=•։ л.-|
при условиях (6) и (7).
Задача решается применением множителей Лагранжа. Составляем 
функцию Лагранжа

/■»1 / — I 1=1 /=1 /~1
։ ле>о, ~ неизвестные множители Лагранжа. Из условия мини
мума функции 7. имеем:

(УЛ о- О- "Z -О- М--0 (9)
■^7՜ ’ <Ъ'/ ’ ^7՜

Тогда получим
2/Л X: -1. ; + 2/-/-1 X/ /֊I + 4 Z >- ' +

+ //._։ /^l։ t ] 4- 2ЛЛЧ. /+։ +

4֊ 2//.-M >-<+J y /-yr>։. y - 67Ч F<;> - i = °: <10)

Z= 1, 2.......n\ j= 1. 2........ k;
fr * ” Й _ _

-6\/'-j;)(AM • /) 4->,)=0; (II)i-j. 1 a/=1 7^1
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М I- \‘2Н^ , . + 4Л//?о.-6у.1+ У[2Н/Ф<> Т 4^ у ֊ бу,] +

= 0; (12)

: = 1, 2, ..., //; /=1, 2, ..., к;

К} - Х/; [4Д/»7 Ч /+։Н К/т1 |2£у?/у + 4Лу<р,у+1] — О; (13) 

/ = 1, 2,...,//, / = 1, 2........ к — 1.

Сравнение уравнений (10) и (II) с (6) и (7) показывает, что множи
тели Лагранжи пропорциональны углам поворота и деформациям эта
жей, т. е,

= Ъ — (14)

где V — коэффициент пропорциональности. Учитывая (14). из (12) и 
(13). получаем систему для определения у, и м:

4 (12(“^/77; ''>///, '77у)=-Т’

I = 1, 2,..., ц; у = 1, 2, ..., А;
(15)

4(7^՜! ?(>?/. у + ։ + ?7. у>։) — "

г — 1, 2.......л; / = I, 2........ к — 1.

В общем случае число неизвестных параметров (сформирования мень
ше числа уравнений системы (15). Для получения единственного реше
ния следует стремиться к тому, чтобы число неизвестных параметров 
деформирования <[ и // и число параметров поперечных сечений /?;г). 
Л(> были равны. Этого можно дотигнуть, приняв параметры «лиш
них» стержней заранее известными. В случае симметричной рамы, на
пример. заранее можно принять, что размеры поперечных сечений сим
метричных стержней равны. Решая систему (15). найдем неизвестные 
параметры деформирования 9{/, у, 0=1. 2, .... п; /~С 2...... к— I).
Подставляя эти значения в уравнения динамического равновесия (6) 
и (7). находим неизвестные размеры поперечных сечений

/•;;* (/=1.2. .... и; / =1,2......к). (/=1, 2,...,//; У=1. 2........к-1).

Таким образом, задача решена.
Рассмотрим конкретный пример однояролетной многоэтажной ра

мы. Система (15) в данном случае будет иметь вид:
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Ч,Т(-,, + Ч, +4??-,., ֊ 12?„ 77֊֊֊+1277 = •֊֊'
//( П. П.

У V У^ I4?,г?,_,.։ + < + 4?’.,.։ ֊ 12?,,֊^—12?,.,, ֊ + 12-т = ֊ V ’ 
АЛ /7< /Л

(16)
4??1 + 4?(1?п+4т’։ = -1., < = 1,2.......я.

Сравнение первых двух уравнений системы (16) показывает, что они 
будут удовлетворены, если принять

тп = = ?/; ’?/-!.։ = Ф/-։.» ~ •
Тогда

•1?(?,.1 + Ч + 4??.1֊12?Л- 12ъ Л 4-124 ■ -7;

(17)
12ф] =---- 2, ..., п.

Из второго уравнения (17) следует, что углы новорога всех узлов ра
мы равны, т. е. ?{ = ?. Исключая V из (17), получим:

—8»-’ ֊ 12* -^֊ 4֊ 12 (—У = 0;
’ //, \НХ)

(18)
— !2? —— 12ф—4-12^—=-0: / = 2, 3,...,л.

/Л Н, УН.)

Из первого уравнения (18) находим

(19) 
Рассматривая деформированное состояние рамы при колебаниях по 
основному тону, можно убедиться, что при >1>0 ф>0. Поэтому, при 
определении но формуле (19), перед корнем нужно взять знак минус. 
Тогда

<5 0,676-^--

Из второго уравнения (18) получим:

(20)

У։ -1 3.52-71-.777 “ 1։3°2 /а ’ I > 2. (21)
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Получилось, что углы поворота и все относительные деформации эта
жей, кроме первого, равны между собой. Стало быть, рама заданной 
частоты и минимального объема (массы) одновременно является и кон
струкцией равной деформация. Остается определить размеры попереч
ных сечений стержней, используя систему уравнений (6) и (7). Состав
ляя уравнения типа (6) для данного случая, убеждаемся, что для узлов 
/1 и ։2 они будут удовлетворены, если Подставляя зна
чения ® н у, в (6). получим:

4- АЛ') = 0; />2
(22)

3,296/4 ) //։ ֊ 4.056Л<■') /А 4- 4,056/у) А ■ 0.

Из уравнений (7) получим

1б,224/-у>- — V [//,+ 1,352(//2 Н--4-А/;)| 0: /> 2,

(23)

15,888Л{'> -- V т. | /У, 4֊ I.352 (/72 4- • • • 4֊/А)1 = 0. 
Ь=1 ’ ?<՛՜

Размеры поперечных сечений стоек /7{Л) (/■- 1, 2,..., л) сразу опре 
делаются из (23). Из (22) найдем неизвестные размеры поперечных 
сечений ригелей 1:\г> (I 1, 2....... «). Вычислим параметры деформи
рования и размеры сечений стержней для пятиэтажной рамы при
ту т2 Н1 = Нг ^—Н. Оптимальные значения узловых

моментов уменьшенных в /•*{■<) нормальных напря

жений уменьшенных в —— V. раз 2/֊/ '1 ‘
и параметров поперечных сс-

•чсний (/-у՝\ А'[и) приведены в табл. 1. На рис. 2 приведена эпюра 
моментов оптимальной рамы, там же приведены оптимальные раз
меры сечений и форма колебаний рамы.

Приведенные данные показывают, что рама заданной частоты и мини
мального объема одновременно является и рамой равного сопротивле
ния. Максимальные нормальные напряжения почти для всех стержней 
одинаковы.

Приведенное решение можно применить и в случае рамы с абсолют
но жесткими ригелями. Уравнения динамического равновесия в этом слу
чае будут иметь вид (7), где нужно принять ®.; = 0 Окончательно по
лучим:

Л = У.֊ (/=1, 2, Л = ^^т.2±(А/1+/у։ + ...+//;),

к 
где = V . 

/“1
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Таблица /

Узловые м В * * * 12 2Н /ХН
сечения ‘ ^։)у, ՛ Трт ՛■•*" трг

0-11 ֊4.618 -4,648 1
11- 0 ֊3.296 —3,296
11-12 7,052 4.056 1.739
11-21 -3,756 -4,056 0.926
21-11 -3,756 - 4,056
21-22 7,009 4,056 1 .728
21-31 3.253 —4.056 0,802
31-21 -3.253 -4,056
31-32 5.707 4.056 1.407
31 41 —5.454 ֊4.056 0,605
41 31 -2,454 ֊4.056
41-42 3.829 4,056 0,944
41-51 -1,375 -4,056 0,339
51-41 -1,375 ֊4,056
51-52 1,375 4,056 0,339

В случае пятиэтажной рамы при тх — т.. ----/п: Нх--Н..—------//
имеем:

У1 = У •• = • • • = У5 = 1: = 0,933: Т\Ц\ = 0,80:

0,60-, /•; /•; = о.ззз.

Если в оптимальной пятиэтажной рамс с деформируемыми ригелями 
относительная деформация первого этажа была несколько меньше, чем 
в верхних этажах, то в данном случае деформации всех этажей однна 
ковы. Это можно объяснить тем. что в данном случае стойки всех эта-

Рис. 2. Эпюра моментов оптимальной рами (из-за ее симметричности пока 
зала только одна половина) и форма колебаний основного тона
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жен имеют одинаковые граничные условия подвижное или неподвиж
ное защемление обоих компов.

Сравним значения объемов оптимальном рамы с абсолютно жестки
ми ригелями с такой же рамой, ио со стойками постоянного сечения. Вы
числим объем V тля одной стойки. Для оптимальной рамы имеем

տ
Ит֊ = 55

1-1

пыЧ!' 
Е/г

где /I высота сечения.
Для вычисления объема рамы со стойками постоянного сечения 

воспользуемся результатами работы [9]. Основная частота пятиэтажно
го здания определяется выражением

ЕЬ/ւ3 0,08102Ջ- 
тН3

отсюда
т НЧу՛

/■ հհ 12.34- --
£7»2

где Ь - ширина сечения. Тогда

V 5///-= 61.7- тМ* 
ЕР

Получилось, что объем оптимальной рамы составляет 55:61,7֊ 0.89 от 
облема рамы со слойками постоянного сечения. Для десятиэтажной ра
мы г абсолютно жесткими ригелями это отношение равно 0,86.

Лр.мНИН ։ трон1сльства и архитектуры Поступило 6.7.1977.

Վ. Ա. 2ԱՄՐԱՐՋ111*1րՅԱՆ

ՆՎԱԶԱԳՈՒՅՆ ԾԱՎԱԼԻ ՏՐՋԱՆԱԿԱՅԻՆ ԿՈՆՍՏՐՈՒԿՑԻԱՅԻ 
ՆԱԽԱԳԾՈՒՄԸ ՀԻՄՆԱԿԱՆ ՀԱՃԱԽՈՒԹՅԱՆ ՏՐՎԱԾ 

ԱՐԺԵՔԻ ԴԵՊՔՈՒՄ

Ս. մ փ ււ փ ո ւ մ

Иւ и ո < մնա սիրված Լ շրջանակայի՝ն կոնստրու կցիայի ձող երի հա տվածբ- 
ների օպտիմալ չափերի ընտրության հարցը' հարմոնիկ, հորիզոնական տա- 
Ш Ш ն Ո ւմն ե րի դե ւղ բում է

Խնդիրը (ածված ( Լադրանժի դ/էրծակիցների կիրաոսւթյամ բ, օդտա֊ 
զործեչով ւյեՀիէէրմացիրրն մեթոդի հավասաըակշոաթ յան հավասարումները; 
մ տարված Լ, որ նյութի ադտիմ ալ րաշխոլմ ունեցող շրշանսր.կր միաժամ ու
նակ հանդիսանում /, հավասարամուր ձողեր ունեցող կււնսարուկցիա ւ
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