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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

М А 3АЛОЯН

ОБ ОДНОЙ ВАРИАЦИОННОЙ ЗАДАЧЕ О ПРИЖАТИИ СЛОЯ 
К ОСНОВАНИЮ ПРИ УЧЕТЕ РЕОЛОГИЧЕСКИХ 

СВОЙСТВ МАТЕРИАЛОВ

Приводится приложи тне вариационных методов теории ползу
чести и пластичности к плоской и осесимметричной задачам о прижа
тии сосредоточенной силой полосы из упруго-ползучего и пластически 
упрочняющегося материала к упруго-ползучему основанию. Контакт 
между слоем и основанием считается без сцепления с неизвестными и 
переменными во времени границами. Материал основания считается 
упруго-ползучим, подчиняющимся уравнениям наел едет вен ион теории 
ползучести Маслова-Арутюняна [1]. Для слоя рассматриваются два 
случая: в первом- -слой считается бетонным с двусторонними сим
метричными тонкими усиливающими покрытиями из лилейно-упругих 
материалов, а во втором случае слои считается изготовленным из. 
пластического материала со степенным законом упрочнения.

Вопросы контактных напряжений при ползучести и пластичности 
исследованы в работах [2—17] и др. В книгах [4, 12, 16] приведены 
библиография и анализ работ в области контактных напряжений при 
ползучести и пластичности.

В настоящей статье проявляется интерес преимущественно к 
прикладной стороне вопроса, а именно, к развитию приближенных 
методов расчета, н частности, приложению вариационных методов к 
решению контактных задач теории ползучести и пластичности. 
С целью изучения качественной стороны вопроса в работе принят 
параболический закон для прогиба слоя, хотя это приближение не позво
ляет полностью учитывать влияние изменения размеров контакта [18].

В монографии Ю. И. Работнова [16] содержится развитие приб
лиженных методов расчета, основанное на вариационных уравнениях 
для задачи об изгибе однородной балки на винклеровском основания 
с учетом наследственных свойств материалов. В монографии Т. Ш. Шн- 
рпнкулова [12], наряду с герцовскпмн задачами, развита методика 
расчета бетонных плит на упруго-ползучем основании с использовани
ем ортогональных полиномов. В статье Л. М. Гайтовой [17] дан вариа
ционный метод расчета упруго-ползучей трсхслойной плиты на упругз- 
ползучем винклеровском основании.
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§ 1. Плоская задача

Г. Пусть слой шириной единица (балочная плита) и высотой И 
прижимается без сцепления сосредоточенной силой Р(1) к основанию, 
занимающему нижнюю полуплоскость (риг. 1). Материал основания 
(грунт, бетон и др.) обладает свойством наследственной ползу
чести [1] Длину контакта, меняющуюся во времени, обозначим *2/: (О* 
а реактивное давление р(х,1)

Перемещение основания 
мулам [10]:

в точках контакта определяется по фор-

® (х, 0 =
2(1

^о(0
(1-1)

ш (X,

<7(0
О - 1՝ от—Цт 

. х ■ а
(1.2)

Здесь у0 и (/) — коэффициент Пуассона и модуль мгновенной де
формации основания;

КД/, т) =֊Е„(1) ~ {-1--.-%(.) || -<•-«<-)]); (1.3)

* 1£оСО 1
.•де фр(:) — функция старения;

То параметр, характеризующий ползучесть материала ('сно
вания.

Для старого материала

®э(х) ^0՛ ^о(О-=^о
и

Л*о (*»■*)« Ао = ^осо- С1-4)

Реактивное давление из (1. 2) представится в виде [19]

а(О
р(Х, /) = --֊/в2(0 -Л’ Г 1 - ('5)

|/ а- (/) — ?- с—х
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Имеем очевидное равенство

«(О
(1.6)

Тогда, используя условие ограниченности напряжения на концах кон
такта. имеем

1՛ ֊г^֊ ... =-»Р«). (1.7)
3 д; |л-(0֊г

-«(О

Принимаем, что прогиб слоя (осадка основания) меняется по 
параболическому закону. Тогда можно положить

ш(л-, /) = г»(()-•?(/)А (1.8)

где и(/) и / (/)—искомые функции времени.
Используя (1.8). из (1.5) и (1.7) находим

р (л, о = а‘(1)֊хг, (1.9)
«V 

где
•Н0^Р(Па-=(А). (1.10)

Вертикальное перемещение основания будет 

2(1 — >2)
^(х, /) = ֊Г_Г|г1Ф(0 ֊М0х*|, (1.11)

где индексам * обозначен интегральный оператор Вольт-ерра

/
ММ(0 + -)*. (112)

Рассмотрим два вида слоя.
2°. Исследуем случай, когда слой изготовлен из бетона с симмет

ричными тонкими усиливающими покрытиями. Голщина усиливающих 
слоев (Д) по сравнению с толщиной бетонного слоя (й) считается ма
лой.

Зависимость между изгибающим моментом и кривизной слоя име
ет вид [20]

Д!(л-, 0 = В(0Ч*. 0- ] В0(ЧЛ.։. •)/?((. -)</•. (1-13)

где
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•/.(х. /) = -—; Д(О = Во(Ои(О;
С/Л-

(1.М)
Ло(О= —; ц(?)= 1-)-б! "т-&—;

12(1—^) 1֊^ £(/)//

и V,— модуль упругости и ко.зффициент Пауссоиа материала уси
ливающих слоен; Е(1)—модуль мгио։-.енной деформации бетона;

Л С. ч = ֊֊֊ ֊! 7 г С)/: (?) Л'(-)/<Р) ( ^(5)ехр — \ ^{г)с1.'г а-

где

= тП г ?(<) £(--)).

В случае старого бетона

?(-) = С и Е{։) Е,
тогда

/?(и. т)-_=^-М/ ’-ь \ЕС\ - ЕС). (1.16)

Напряжения в верхнем и нажнем покрытиях выражаются 
кривизны соответственно формулами

через

1Л1Л-.;-у-(^. О-
(1.17)

Напряжение в бетонной части слоя определяется по формуле

/ Е{()га(х, г, П = - ՝ \ х «(*. ’)«(«.
1 — V֊

(1.18)

Согласно принципу возможных перемещений будем иметь

ау>
'}(!- V/. /?(х, ^)|огс(О, I) —

т. 0

Здесь использовано равенство
Подставляя (1.9) и (1.11) 

дим к уравнению

оо> (х. 0| г/х 0.

(1.19)

(1.6).
в (1.19) и производя выкладки, прихо

а

^ (֊-)/?! (Л ^)^:= А-^-^֊"’(/),
(1.20)

где

т) = 5>(0 Е(~) /? (/, .) .
^о(-) £(/) р(/) '

64(1 - у*)
/мо = ■;. / вц).

^0(/)
(1.21)
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Учитывая выражения (1.12), из (1.20). применяя формулу о пре
образовании двойного интеграла, приходим к нелинейному интеграль
ному уравнению типа Вольтерра

■но ь -)</• =-^7^-г‘А(о, (1-22) 

J (0

где 
1

кл, -)=л»(о-)-/?,«. -) ֊ \ к.,с=- ■)»,('՛. ։)<я. а-23)

Для старых материалов

/<* (Л --) = 4- Аае-^-\ (1.24)
где

Для постоянном силы, вводя обозначения:

3 / ||? |_ у֊ р
= «„ = /, | 22-1—(1.25)

в исключая ф(/) при помощи соотношения (1.10), приходим к нели
нейному интегральному уравнению

г
Г* (0+ 4Л=/(«). (1-26)

Отсюда имеем /(-.,)—1. Предельным переходом при г -* со из (1.26) 
находим

Здесь и далее через Д и о* обозначены их значения при I • ос.
Уравнение (1.26) приводится к нелинейному дифференциальному 

уравнению второго порядка

/(2-4-/’)Г" = 6/'= - Ь/ Мг, (1.28)
где

*=/|2(ъ + ч+Л-М0) Нъ-М)/Ч;

/и =/2 (То7; + ^Ай 4֊ 70Д — 70ч/3)-
(1.29)
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При помощи подстановки

/■
/ •։ = ( X (*) (IX

I

(1.30)

уравнение (1.28) приводится к дифференциальному уравнению перво
го порядка

/(2 + /’) А" 4֊ тХ" - ЬХ 4-6 = 0

с начальным условием

Д'(1)=3(ъ + А ф Ао)-1.

(1.31)

(1.32)

При помощи (1.30) —(1.31) легко получить численное решение задачи.
При одинаковых реологических свойствах слоя и основания /1=0. 

н интегральное уравнение (1.26) приводится к дифференциальному 
уравнению первого порядка

(2-/а)/л-(Ъ^Ао֊7ог^)/. (1.33)

решение которого при условии /(^) = 1 будет

(1.34)

В случае чисто-упругого основания 10=0, .4 = — Л/р, и приходим 
к решению (1.34), причем в этом решении нужно принять

ЕС 
(1-гВДр' (1.35)

По формуле (1.34) построены графики -а для 'рассмотрен* 

ных двух случаев, которые приведены на 
параметров здесь и далее следующие:

• 10' см^кГ, = 11.026 — —. ֊- = — •
день 20

ай
рис. 2. Численные значения 
£о = 2-1О5 кГ!см՝, ^ = 0,9-

Анализ полученных формул показывает, что при одинаковых 
свойствах ползучести основания и слоя длина контакта при постоянной 
силе в течение времени возрастает, а при отсутствии свойства ползу
чести основания—уменьшается.
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3°. Предположим, что слой изготовлен из пластического материла 
со степенным законом упрочнения. Зависимость между изгибающим 
моментом ,1 кривизной балки принимаем в «нще

о ։ 1 ж —
— /) к п

М = /Ля , Г) = - ——» (1.36)
2-Н — 

п

параметр, характеризующий материал, яД>1.
Вариационное уравнение задачи будем

։ «(О
а ох /?(л\ 0|'>й՝’(0. /) — отецх, /)|е/.с = 0. (1.37)

и

Подставляя (1.9) и (1.11) в (1.37) и делая необходимые выклад
ки, получим 

За

•?(П+|?1:)ВД')Л = у֊’? * (^ 0-38)

где

£*(')
4(1 V*) / \Г/2лм
-£,(0 К 2/л Р 1 / (1.39)

Для постоянной силы и старого материала, исключая из
(1.38) приходим к интегральному уравнению

(о -֊■ I ^^=Г(н, (1.40)

причем /(/) = а где

«о = Л

I п п- I
4и_©1՜ 1б//Дь \я՜2 /А \л \ 

т.Еа . V 2п ?. 1 ) \р) (1.41)
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Предельным переходом из 11.10) находим

(1.42)

Уравнение (I 10) приводится к дифференциальному уравнению перво 
го порядка

(2 «г j/'֊ 

решение которого будет

(1.43)

(1.44)

На рис. 3 приведены графики функции и(7)/ф> для различных значений 
п и параметров и-2°.

Можно поставить обратную задачу: определить закон изменения 
во времени Р(1) при условии a(t) const. Тогда для старого материа
ла, исключая из (1.38) ф(7), приходим к уравнению

<7(")Я0(/. t)cZ" </-(0, (1.45)

причем у(/) = Р(t)/P(-ч). Предельным переходом при г—-’՜. из (1.45) 
находим

I
</. = d 4-ад"՜1. (1.46)

Интегральное уравнение (I 15) приводится к дифференциальному 
уравнению

(1 - nqn ')q' = -руг VA (1.47)

решение которого при начальном условии у(т։) = 1 имеет вид
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(1.48)

Рис. 4.

Таким образом, если внешняя сила возрастает- во времени по за
кону (1.18). то длина контакта остается постоянной а(1)=аа (рис. 4).

§ 2. Осесимметричная задача

1°. Пусть тонкая круглая плита прижимается сосредоточенной, 
приложенной з наире плиты, силой !'({) к основанию, занимающему 
нижнее полупространство (рис. 5). Контакт между слоем и основани
ем считаем без сцепления с радиусом круговой области контакте а(/).

Вертикальное перемещение точек контактной поверхности выра 
жается через реактивное давление р(г,Г) но формуле [10]

то (г,
^о(О

(2.1)
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и. (Г /) р(:, t)zdzdb

Г Г2 -J- ? 2r; COS 5
0<г(/)

где 2—область контакта.
Реактивное давление можно представить в виде [19]

/>(г, О
•(»>

j_ f
2« J I -= - /•՝ &.

2 
/■'(г. /)

••
«»((), Л4- г | ——L — *^—d\

J г г1 о*

активное дапленнс удовлетворяет условию

«(О
2’f p(r. t)rdr = P(t). 

о

(2.2)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Учитывая ограниченность напряжения на границе контактной об
ласти, будем иметь:

-(Л
Л1а(Г). Г|=0; у Г(։. /)</; = Р(Г). (2.5)

ь
Вводим предположение, что пооглб плиты меняется по парабо

лическому закону. Тогда можно принять

ш(г. /)=17(0— ьщг*. (2.6)

где т(0 и ]>(0 —искомые функции времени.
Из (2.3) и (2.5) полу чтем

Е(г, 0 = —]«(/)-֊(2.7)

Далее, подставляя (2.7) в (2.2) н производя необходимые выкладки.
получим

p(r. Z>=

Используя условия (2.5). находим:

(2.S)

(2.9)
4 а (О 8 ол(0

Выражение прогиба плиты будет

w(r’ 0 = -i֊֊7n-h’.(0- ?.(0r3|. (2.10)

-*-0 V ' 
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причем индекс ". как в в предыдущем параграфе, означает оператор 
Вольтерра (1.12).

2Э. Рассмотрим случай, когда плита трехслойная г симметричными 
тонкими усиливающим!) покрытиями. Материал покрытия считаем 
линейно-упругим, средний слой бетой, подчиняющийся соотношениям 
теории ползучести Маслова-Арутюняна [I].

Из .условий статики элемента плиты и соотношения между напря
жениями и деформациями следуют зависимости между компонентами 
изгибающих моментов и кривизн средней поверхности плиты

м (2.11)

где

д՝к< 1 дк<
дг- г дг

в՝ ,д» + у» 2(1'֊ .,0 - <212)

а В и Вй определяются по формулам (1.14).
Согласно принципу возможных перемещений имеем

ЛИ)
а՝ (М. о/г 4- Л1ео/.0) — 2 { р{г. 1} |ок- (0, /) — ото (г, /) ] гдг = 0. (2.13) 

о

Здесь использовано равенство (2.4). Используя выражения прогиба 
(2.10), реактивного давления (2.8) и соотношения (2.11), из (2.13՛ 
приходим к уравнению

(2.1-1)

где

/<(С ֊.)
_ ЫП Е(-.) R а, * 1|(.1-у

/:,.,(-) /•(/) ^(/1 ’ ’ 1 1-7, £(/)// ’

(2.15).

При меняя формулу Дирихле о преобразовании двойного интегра
ла и исключая 1|?(0 из (2.14), получим интегральное уравнение

/
р(0а֊а(0+ (,Р(֊)«-3С)К.е, =

(2.16)

где
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V* (/)=-^р(0;

(2.17) 
I

К. [I. '■) = К.{։, -)֊/?. (Л -) ֊ (’ к. (с, R. (!,

Для старых материалов /(«(Л ') имеет вид (1.21), но в выражениях 
/1 в .4,, следует ц заменить через ц։. Вводим обозначение

л(0 = «о/|'7 (^ .
где

// 5՜ 1 *л £[В1 °« = А1/ <2-18’
начальный радиус контактной области.

Если через обозначить значение этой величины, полученное 
Р. Л. Вейцманом [21] точным .методом для однородных упругих мате՝ 
риалов плиты и основания, го при р։ I будем иметь

«о ^0,78,7՜ (2.19)

что три ч 0,4 дает значение //0/и,' 0,88.
Далее, принимая Р(/)=соиз(, из (2.16) приходим к линейному ин- 
т играл ьн ом у у р а в и сн 11 ю 

/ (•)К* (Л -)<!֊. = \. (2.20)

которое приводится к дифференциальному уравнению второго порядка 
с постоянными коэффициентами

.Г + 5,/' ; $2/ -7о-4. (2.21)
где

5՜։ = 7о + 7< + До 4 -4՝ 5.- 7<Г|-г 'Ио ։֊7о-'1«

с начальными условиями:

/(ч) = 1; /'^) = ~л0-А. (2.22)

Если положить —4л՝..}>0 и ввести обозначения

5. — 1-/5; — 17? $. + 1 $՛• - 45»
а = —----- —-------- 2-; 3 = V - 1-------- -- . (2.23)

2 2

решение уравнения (2.21) при начальных условиях (2.22) будет
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А + А - ?
а /

е

Ао -ь А а -Ь 7°՜'' \ е-^-^ (2.24)

При /—*֊оо получаем
а, - а, 1/1 + 4 4- А. (2.23)1

I I 10

Отсюда легко заметить, что при одинаковых реологических свойствах 
основания и бетонного слоя плиты (А —0) радиус контактной области՛] 
возрастает во времени, я в случае отсутствия у материала основания 
свойств ползучести (Ло=О, .1= Л/р) радиус этой области уменьшает
ся во времени.

3°. Пусть круглая тонкая плита изготовлена из пластического ма
териала со степенным законом упрочнения. Между интенсивностями 
изгибающих моментов и кривизн принимаем зависимость

1
М, = Щ , (2.26);

где

= ֊и I X, = — .

I о Го

Вариационное уравнение рассматриваемой задачи будет

2_ '.ф)
а-О\ - 2 р(г. Г) [ого (0, £) — л-о» (г, 7)| г<1г = 0. (2.27)

Используя выражения прогиба плиты (2.10) и реактивного дав
ления (2.8). из (2.27) получаем

г
4(0 + СИ')А'о(С <228>

у’

где

(-^тО՞кШ"- 12-2/
Исключая >(0 при помощи (2.9) и обозначая /•/*(/) = —//(/),

8 
из (2.28) приходим к уравнению

I
Г Рп И\

р«) й-з (0 + Р(.) а֊з (г) /<։((, т)а-. = • (2.30)
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Для старого материала основания н постоянной силы, 

<•’ (0 = <V ՛.

обозначая

где

4 \2п
5-пГ)0

п л—։
з , ,я ч а

(2.31)

получиы интегральное уравнение

еннс которого будет

/(О + ^/(•>/<» 1Л ֊)<*-- I. (2.32)

/И - ֊ .-И E&fi
I • ‘-о^о

(2.33)

Предельное значение радиуса области контакта при I 

3__________
я* а01 1 4-.

На ряс. 6 показан график функции п(/)/йо построенный 
(2.33) при прежних значениях параметров.

оо будет

(2.34)

но формуле

1 —

! 'Обратная задача здесь не отличается от задачи, рассмотренной в 
плоском случае. Действительно, для старого бетона, принимая в (2.30) 
.4/)- const и исключая /V*. для искомого закона изменения <7(0՜ 
в^(0^("։) приходим к тому же уравнении» (1.45).

Институт мехенн?.։։ 
АН АрмССР
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Մ. Ա. 9.ԱԳՈ5ԱՆ

ՀԻՄՆԱՏԱԿԻՆ II ԿԱՄՎԱԾ ՇԵՐՏԻ ՄԻ ՎԱՐԻԱՑԻ11Ն ԽՆԴՐԻ 
ՎեՐԱՐեՐՅԱԼ' ՀԱՇՎԻ Ա11-11.Ծ Ն311ԻԻԻ ՌԵՈԼՈԴԻԱԿԱՆ 

ՀԱՏԿՈԻԻ?.ՈԻՆՆԻ1։Ս

II. մ ւ|ւ ո փ ո ։ մ

Հոդվածոս/ րերված Լ սողքի հ պրսստիկոէթյան տեսսէթ յան վարիացիոն 
/եքհէղնհրի կիրաոսւմր ՚սոտձդա ■ աւղուն ու ւ։// ա ս տիկ էւ րեն ամրացող նյութից 
յերտր կենտրոնացված ումով ա ոածղտ֊մած ուցիկ հիմնատակին սեղմելիս 
հարք] ե տէւանցրաւ/իմ ետրիկ խնդիրները րւէծելո։ համարք Շերտի ե հիմնա

տակի կոնտակտր րնղունվոէմ Ւ. առանց շաղկապման՝ անհայտ ու մամանակի 
ընթացքում փոփոխական ւ/ահմաններովէ Հիմնատակի նյութը ընդունվում Լ 
աոաձղա-ռողոքն որը ենթարկվում Լ սողքի մաոանղական տեսության Մաս- 
լով֊ձարու թ յու նյանի հավա սարումն երին ւ
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