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ЭЛЕКТРОТЕХНИКА

М. А КАРАПЕТЯН

РАСЧЕТ ДЕПСТВМО1Ц1 ГО ПОЛЯ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 
ГЕОРЕМЫ ГРИНА

Пусть сферические диэлектрические включения дисперсной сил 
гемы распределены в диэлектрической сред֊ регулярным образом 
(расположены . ;• тлах кубической решетки). При наложе:п1|| внешне՛ н 
йекирзшебкрт поля происходит структурная поляризация лнеийреноя 
системы । на граничных поверхностях включен и я-среда появлястсч 
связанный заряд. При внешнем однородном iio.it |напряженное։и /йд 
регулярно распределенные включения поляризуются однородно пн 
напра-злеп-шо внеилпого ноля.

Расчет электрического шля во включениях । среде осложняемга 
тем. что каждое ноля розова и по՛. включение само является нс।очники и 
поля. Таким образом, данное включение подвергается воздействию 
как внешнего поля, так и полей всех остальных поляризованных вклю
чений. Результирующее апле всех поляризованных включений л цент
ре данной частицы будем называть электрическим нолем взаимодей
ствия £■„ включений ти.-иерс.чон с ։сн мы. Поскольку расче։ элек։;и।чет
кого поля в дисперсных системах представляет интерес для 
ляционной техники, элскгротю-иониой технологии, высокочастотной 
сушки ссл1<кохозяпавенных <у.::»гу|. я других областей техники. ։•> 
расчет пиля взаимодействия поляризованных включений представля
ется актуальным С целью расчета этого поля дисперсную систему 
представим как некоторый объем с го.тярнзованным прост райе гвеч- 
ЛЫМ лирядом 1ЛОТИОСГ I ;|, 3.1 ко I распределенья коюрого сложен I II'- 
подаегся математическому описанию. Выделим в -ной системе иебр.н. 
той сфераческ ш объем I- с центром в точке О, говн ада ют-.՛ а с цент 
ром одного включения (ряс. I).

Согласно теореме Грн па |1|. потенциал элгктрическо: ■ • 110.1а .՛ 
точке .1! (рас. I) определяется иырл кеннем 

где 5՜ ՝фер а ч-.-сл,а я .н>т:рм1ь<ть выделенного объема V; о плт и го 
заряда сферической аоиерх чести заряженной поверхности: у улс-.֊к- 
гричеекий момен! д.чояного слоя, расположенного на сферической по-
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зерхиоетп: ч •внеш гяя нормаль к поверхности 5 Последние два ։:л ՛ 
на и (5) обусловлены прс-странственными зарядами, чахо.глщдмся : 
поляризованной дисперсной слскмс тнс объема И Таким <:>Г., и?,м. 
ютеиниал (,՛' ог.рстеляс..-I всеми зарядами ггр\ <т\р.тн пол՝՜;?՛ за

йми данной дисперсной системы. Поэтому можно утверждать, что 4/«• 
есть потенциал электрического поля взаимодействия пол я ри зо.за : и./•< 
включений в некоторой произвольной точке Ч. Па ней Же . • ьччгй 
является " по.-я в точке О. совпадающей 1 тигром и.юг л
Г •..17 Ч.ЧГИ.

С. 1 1.ешн1и
I. tVHTj’C с.! ср."!։•■•-. »Г<> Пбд’«;| '. .

Поскольку 7 г..С1 | ’ |, т.ю Z ’по-.t Hi՛։*.՛! । сферической поворх-
Н 'СТИ. то

•/ «= rZ 'Qc«)s б — Л՝со֊ 0. (2)

и третья составляющая котсъ’кпалз н произвольной точке М

б/.п. з = —— i соя 0 --—da. (3)
-k53 ,1 a,i г

3 io I. L '0. еле -агетьно и /< iu-.isbc.- jii.Iv иос;«1я:шыс •■.••личин: i.

Нор\!аль к er •. риноскоп поверхности /’ совпадает но направлению 
с киордш1а1.й г ;с.1о::.'1телы1о d/i dy. Отсюда тлсдует. что третья 
с ՛՝ тлвляюшаи по гея । и шла в гонке О ра:н;Я'.-:ся пул? 1՝ ֊ (^i. ..нс
К.։ : при jTi.’M

I ~г ■/'- 2;<'' спя , - . - сии t,
где

Cv» , ֊- С«'Н'■> Cr.'sO՜ <]|| rJ sin 6'C(‘S(-i 1').
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Нулю равным все три составляющие напряженностей в сферической 
системе координат.

у\,:\ с 1 flZ ,n..s
.и. • ■ = ———: f'-M. 6 —----- -- :

Оу' у аУ

,֊ 1 <>и-. .
у' sin 5՛

(5)

При переносе выражений Г>) в точку О будем иметь:

Л\<.з = О: Яо.,.4 = 0; Я». .а = 0. (6)

Этог результат объясняется :ем, что р<> ՛ 1ет ч.гтавляпяцих няирг. 
[еппостей ио (5) .грсход из точки VI в течку О и: . ключ чет и об 
Мимости днффсрспцирО’заяия под интегралом постоянной величины

- = — const. Таким образом, доля воля взаимодействия ре: х..я:>гк1 

'аспределечных по тира ><тв пниы.х включений, обусловленная двои.пи •: 
аряженным слоем, равна пулю.

Перейдем к расчету лапряжечио.тп поля кзикмодейстаия, обус
ловленного заряженной сферической по.верхно.чыо. ограннчинаюгней 
объем I'. В первую очередь необходима определить плотность зпр- -
лов о на этой граничной ловорхиостн. Ее определим, исходя из сл.дук-
щпх рассуждений. Поскольку
лей. Обусловленных ндиным

он редел яс р’я наложением .пух ;>••• 
(относительно объем» Г) и внутренних;

хмными зарядами. ;՛> пи расчете поля в точке О, обусловленно о
:шннми зарядами, .՝.:<• ту ст предположить, что внутренние заряды 

нз объема I՛' изъяты. Эго предположение равносильно утверждению об 
гсутствлп (при рае1!՛.՛!.֊ поля с напряженно! гью включоннн о 
5ъеме V. Па -лон Же осн мы- в ныителрдзеденных зыраженяях среда 
фактерязовалась лбголютной .1 и электрической нронипаемсчтью 

(е|“абсо.тюгиая днэлскгрнческая проницаемость нстсстза вкл: ■՛: 
ний).

Поскольку внутри 1՜ |1оляризавзц!1ость включении <>. а вне 
: этого объема го ли ; рталчнои сферической поверхности ноявит 
ci связанный заряд, плоивкль которого при И1?ц1нем олнорзлпом 
поле и ре:уляр։к>м риенре.и ichihi включений

- •_ р c.-isG, (7)

Принимая за ослопу |7). хота нам не азветсяо. рассчитаем i i 
ряженносг!. поля в точке О (риг. I). сйус.ии.лсн юй за;՝яже!|;ь:-| ՛ 

рической повер.хнс'пыо. Эту налрнжснпо(.т|. можно по.кчшать ։о сх-.՛֊ 
мс вышейрлвс.и иного расчета с использованием второго интеграла 1) 
и выражения (7i Определение А'.?. 2 гущестзекио упрости гея, если 
ользоваться результатам i coo։йентиуккнего ;>;ъ՝ч га [2]. Pv . ль 
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тирующая секта зияющая напряженности поля, вызванного элемен
тарным зарядом кольиевой поверхности

d<f zd х — 2-у-1 s i и 0 cos 6 dh, (8)

о: i редел я е тс я в ыра ж с;;и ем

dF-t>. -i — cos (9)

Тогда

Р С Р
.. » —— I «in bcas-fapj — —֊ . (1'4

Гаким образом, поляризованные включения. находящиеся вне □бьсмл 
Г. создают поле взаимодействия пап ряжен нести Ри/3з...

Расчет поля проетренстзепных зарядов объема Г՜ г ионользо?!1- 
ппе.м первого интеграла (I) не представляется возможным, так как 
функция распределения плотности зарядов р структурной поляриза 
пин не может быъ, построена. Поэтому напряженность воля изаимп 
гействля /:.< , Обусловленная просзранстаенными зарядами объема 
Г. определим, пинались представлением об электрическом момент 

поляризованного включения уд При внешнем однородном поле и реп 
лярвам распределении включении векторы электрических momc֊itg:i 
последних направлены к» внешнему полю. В этом случае вектор юл՝՝- 
рт 1 нов а в н ости в-кл ю ч с.п и й

Рл - тр, (П)

где ni плотность лключеячй в дисперсной системе, которая гак ж 

имеет папранленщ шнп: о поля
Электрический момент ментарио. « объема d\' .’шезерспсп сис

темы

dPt т pd i ’ тру" si iHdydhd z. (12)

При строгом ряссматрнвавпп зидачн р является суммой мулы ! 
нольных моментов до бесконечного порядка. Однако, как иок: .Ki.r: г.-

слелова::;;я [3, Ij. ю многих практических случаях р может быть пр. 
ставлен i. качеств։ электрнческого момента мультчполя первого н> 
рядка, то сеть диполя.

Согласно [3, 5]. пр՛՛ югулярном распред^leiniи сферических 
'ЗКЛЮЧсЛКП 3 систем. •■.И.:Ы!1р\НШ;<'е П::.?' квадрупольных МС-'.: г!՛: 
частиц я данной точке равняется пулю. Учет актутюлъных моменто:՛. 
включе нн1 ирд расчен резул-мтпруимцего пили в .тлепереззн сне. ..и 
обусловливает aoiio.in in льнын член в выраженин 1зпряж-?ппос: ..
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•одержат!и՛։ объемную концентрацию включений в 10/3 степей!։, тогда 
хак член, соотзегстглюишн улету дипольных моментов, содержит ибь- 
емиьую концентрацию пкл|<>чспи|: и ие.р'.ой степени. Отметим тил.ь , 
что удельный в<\ коэффициентов этих членов в выражения тапряжеи- 
пости поля весьма невелик и обратно пропорционален порядку мул:.- 
типоля.

Из вышеизложенного следует. что при расчете электрического 
поля взаимодействия ре։ ул яр-но распределенных поляризованных 
аклаоченнй учет мультнпольных моментов порядка выше перво. ) 
имеет практический смысл пр ,ч объемных кей'щен грациях Частиц, яр.- 
вйшакнцих 0.3—0.5. Экспериментальны-.: исследования по измерению 
эффективных диэлектрических ирошщасмрстей различных икшср> 
ных систем с металлическими включениями [ 41 подтверждают сделан- 
цын выше вывод.

Поскольку объемные концентрации яклЮчлиий дисперс них систем 
встречающихся в электроизоляционной те-хинке. электрояко-иопиой тех
нологи!!, при высокочастотной сушке сслыпкохозяй таенных культур п 

других областях техники, меньше 0,5. ю под симго.юм /) будем ио՛։ 
разумезать дипольный момент поляризованных включений. Исходя и:- 
вышесказанного, </Р можно рассматривать в качестве дипольного 
момента объема <Л‘

Радиальная и тангенциальная составляющие 1ллряжепт>стп по 
ля в точке О, вызнанной) диполем с элсктт 'ч.-ехим моментом (1Р г 
равны:

dP sin 6՛
• (14)

Учитывая симметрию задачи, можно утверж-датл», что состава но- 
ише по осям л- и у результi.’pyiomero поля з центре сферы равны нулю 
Поэтому релул!>тнрукицс< ii-ue зарядов объема lz в точке О оир ՝1 
лям как сумму составляющих (13) и (11) по осн .՛:

। - di' • cos — ар^‘ sin С7. (1.5)

С учетом (13) a (J!) для /д, . lauiiuiUM

(так как разность интегралов в скобке равна нулю). В (16) литсро! 
'в.-обозначги радиуе сферпчеоко?© зключеиия. :??!мр которого •ътсполо-
■жен в точке О 11л д- рдрою-вис по радиусу р' осущегтвлс-՛ • з нр 1
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чах о: а до г, чтобы исключить учет взаимодействия центральной чис
тины на саму собя.

Таким образом, напряженность поля взаимодействия поляризовал 
пых сферических включении

Каждое г: включений оказывается под воздействием ноля г на
пряженное : ыо

?)ю иоле б\ дем н.-тыпии* макросконнчерким действующим нолем 
Выражение (18) может быть щпнга'.чо и в скалярной форме

Я4-^0-т-֊֊’ (19)

так как Л՜,, и 1\ совпадают по направлению.
Во многих практических задачах оказывается необходимым рас 

смлтр.шат . включения диг-перСных систем л форме трехосных эллин 
годов Поэтому аолткасл необхоллм<н . ь -и ре ..слить действующе, 
поле и и этом, наиболее общем, случае. Метод расчета напряженнск’т । 
действующего поля для случая эллипсоидальных включений может 
быть идентичным ։. выли и .ложен.1Ы.м. Однако, в отличие от раоемог 
репкой задачи, выделе । иый объем V՜ должен быть ограничен трехос
ной эллипсоидально։։ ловер.хноетью Ото приводит к огромным трут 
ногтям математического характера при расчете напряженностей 
/:՝,., , Но,:- / । следователь нс». Между тем, выражение для

При ВК.ТЮЧе ПИ1Х «ЛИИ.'ОИДЗЛЫЮЙ формы МОЖНО получить и: . 
ты.м преобразованием (1 7) —заменой коэффициента 1/3 коэффнцпеч 
-ом деполяризации Л эллипсоида [*5] но осп. совпадающей с наврав 
легшем внешнего ноли [6|. Следовательно.

А" (20)
-О

з ,п ди ноли ый момгн; поляризованного вдоль осн '2и эллипсоидаль
ного •։КЛ1ОЧ«МП1Я

Часто приходите?։ < читаться ( ՛.՛ ՛
ной с 1стсмь имею; разные флрмы и размены. Для решения этой за.-з 
чл весьма х(/и՝иг!м при ■|.т1.жс:г1ем является предположение, что ?лс.

л■ л .’иетемы лет?։։ па ՛: со;чо?з этлпн«՝и.га.ть;|<.^ включений. Вс 
эллипсоидальны-: включения да.ни։я л ,՛ го сорта ори» :։гироваиы од । 
каково огиос ке.тьло внешке: о поля и poci.ptделены в системе регуля > 
ним образом. Пр иымая :з ослопу ио нфедположс-нщ. можно напу
гать. что



Расчет дсйст։։ую1Це1о ноля 65

где £.( ։ абсолютная диэлектрическая проницаемость дисперсионной 
среды.

Уравнение (19) являгия ре •улылгом строгого аналитического 
расчета и для дисперсном гистесиы с регулярно распределенными сфе- 
рдчоскп.ми включениями является точным выражен.»^! лемстпующег'1 
поля. Этот вывод подтверждается и следующим сопоставленном. При
нимая за основу (19). н [7] рассчиг.чио переходное электрическое ко
ле в соответствующей неоднородной среде. Полученные в [7) выраже
ния напряженностей ноля ։ установившемся режим;՛ совпадают 
.известными точными формул.'.мч Рэлея [3. 8] (при учете только ди 
цельного взаимодействия).

Точность выражения 1*20) для твсперсиых систем с регулярно 
распределенными эллипсоидальными включениям л иодт верждается 
совладением результатов [9) в чисткам случае цилиндрических вклю
чений (в установившемся режиме) с соответствующими точными 
формулами Рэлея [3, 8|

ЕрПН им. К. Маркса Поступило 25. IX. 1976.

ւր Ա. «|ԱՐԱ«1ԵՏՏԱՆ

ԳՈՐԾՈՂ ԴԱՇՏՍ 2ԱՇ«1.ԱՐԿՈ Դ1ԴՆ|< ԱեՈՐ1;1Ո> Կ1»ՐԱՈ-1րԱՄՈ

Ա մ ւ|։ ս փ ո ։ մ

էլեկտրա կան դաշտի հաշվարկր դիսպերս սիստեմներում ներկա լացնում հ 
ւրւրծնական հե տարր/լրություն էլեկտրամեկուսիչ տե իւն իկ ա յի, էլե կտ րոն ա ի ո - 
նային տեխնոլոգի:»յի, դյու ւրս տն տեսական կ ուք աո ւրաների րարձբահաճախա- 
կանալին չորացման ե այ/ բնագավառների համար: Հաշվարկի բարդությունը 
կապված Է բևեռացված ներառումների գաշսւերի ւիէէխագգեէյՈէթ ւան հաշվառ
ման հետ: 1! տրուկաոէրա էին ր ե ե ոա ց ռ ւմ ո վ պա )մ ան ավէւրված քիրրերր դիտելով 
ււրպեէ» ծավալա յին ե ռդտա դէ< րծե ր;վ Գրինի թեռրեմր, հաշվված Լ այդ լիրբերի 
ստեղծած դաշտի լարվածոլթյռւնր տվյալ Ներառման կենտրոնում: Ստացված 
^յրդյրռնքր հանդիսանում I, կանոնավոր բաշի:ված ե համասեո բևեռացած 
ներառումների փ ոի>աղդեց ում յան դ»>> տ/ւ։

Աշխատանքում որոշվում Լ ե տվյալ ներառումր բևեռացնող դաչտր, որը 
ե անվանվել Ւ, գործող դաշտ:
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