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МАШИНОСТРОЕНИЕ

Р п лжлвлхяи

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ФРЕПДЕ11ШТЕЙПА НА 
ПЛОСКИЕ МНОГОЗВЕННЫЕ МЕХАНИЗМЫ П КЛАССА

В работе [2] Ф. Фрейдештгтейиом получены формулы:

<'Ч (՝'»•• (I)

—г՛։ -! Л'Л и;.

связывающие угол р։ межд\ продольной осью ЛИ шатуна (риг. I) и 
осью коллинеации = Р,сч СКОРОСТЬЮ и ускорением ведомого 
звена 2 четырех шарнирного (<оя, г'.» н центрального кривошипно-пол
зунного га2, г/р механизмов при раин о м о р н о м вращении их ве
дущих кривошипов с угловой скорсн-ью <•>. ^ г։.'.1 откладывасзся от 
оси шатуна (18 против вращения кривошипа,

В работе [I] дается более простои вывод этих формул, распро
странив их на случай дезаконального кривошипно-ползунного и кулис
ного механизмов, и показывается, что для кулисного механизма при 
менима формула (I) четырехшарннриого механизма.

Формулами Фрспленштейпа удобно пользоваться при исследова 
пин положений четырехзвенного механизма, в которых скорость вело- 



4 Р 11 Джавахяп

мого звена экстремальна Ц’ — «5֊ 0 и и։ 90е)., и при их синтез? по 
заданному экстремальному значению скорости ведомого звена; осо
бенно если учесть, чти аналитическое определение положен ш мех инд 
ма. соответствующих экстремальным значениям скорости ведомого 
звена, а также значении последних для четырехзвеиных мехдпизмоз 
приводи। к решению уравнении шестой степени [4. 5|

В работе Хайна [3] предложен графоаналитический метод лре- 
деления углового ускорения зедомогр звена шести $венно о ры>=. жно- 
го механизма.

В данной работе формула Фрейденштеннз распространяет. на 
плоские .многозвенные механизмы, полученные путем последовав п>- 
кого присоединения к ведущему гвену л стоике структурных гругч II 
класса;

Рассмотрим сначала случай, когда ведущее жеш) О I четырехшар 
пирного механизма .,>.тщ «тсч н *• р а ՛ н л м е р и о л1да.!иым уч .иным 
ускорением и к указа том ни риг. I. а положении, а ведомое звеш !ЗС 
имеет угловое уско.гнлш е>. Найдем связь межде ускорениями е.. 
оглетстиующим равномерному лращению кривошипа 0.1 г уг свои 
скоростью <1>| рассматриваемого изложения, и рй. Имеем

«•; = А \, 
- 1

пли, имея и гиду, Ч. •

_ 1

Подсталлг.1 полученное значение

-г- — -(•••« *,№1^ (4)
V» *

Формула 1'1) .'.чязываш утлоные ускорения л скорое, л ведут-: <’։ И 
•дбмого 3!»енйС:1 су юм лмрижИгт т‘.*ор’֊му Фрейд иптейн. для 

чегырехшарнирного и куляснот м-'ханнзмив случж и «ивч.| .ь |"и)1 ■՝ 
зращелия их ведущих злрньов.

Если мы имеем плоский многозвенный механизм, содержащим 
последовзтелык) соединенные ч; гырехзвенньи контуры (рис. 2) и), 
составляя аналогичные зыраж: -н для каждого •нтырехзпепнп;о кон
тура, будем лмгть:

11 й.Й7 г 1 и\, ш ։, н ол учи м

(•у՛! (3)՛

и формулу (П. находим
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Сложив почленно левые н правые части выражешшй (4) и <5>, 
исключая члены, содержащие ускорения промежуточных шеньев. по- 
лучим

-՛՛ 1 v ։ .. - -Л •. ■ . ;6)I . -^п 1 г 1

В формулах (3)4-{в) все у։ .юные скорости и ускорения, круговые 
стрелки которых со. ча.-ают с направлением вращения недущё о зн» м, 
положительны, в противном случае отрицательны

Формула (о) связь՛.вас г угловые скорости п ускорения ведомого 
(гп.|, 1чпИ) । ь. дутого (» . <0|) звены՛ I многозвенного механизм.։, 
состоящего нз после тоззтельно соединенных ՛.՛ четырехзвенных конту
ров, с угловыми скоростями г՛ . промежуточных звеньев и значе
ниями углов оз .тельных контуров. Опа выражает теорему Фрейде:-։ 
штейна в общем случае последовательно соединенного многозвенного 
механизма (рис. 2) с неравномерно вращающимся ведущим звеном. 
Следует отмстить, что формула (6) справедлива также для плоски?, 
многозвенных механнзмоа. в которых шарниры /<• (все н.тв частично) 
заменены кулисными нарами.

Рассмотрим теперь криношнино пол ։унный механизм. Если г> 
ведущее звено 0.1 вращается ь.равномерно с угловым ускорением в 
указанном на риг 1. б положение., то ускорение ведомого ползун ։ бу
дет аг вместо Найдем связь между параметрами е։»и8 и '|'мсем

л
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или. имея г. виду, что (1-х *՛»/// и .77, ог\6х, аналогично (3)
получим

а < _ <г2,о1 21*й ,
' ֊ <.Ч

Подставляя это значение в выражение (2). получим

^ = 21._,,1С։8.Ч, (7)
• 4

илп. имея в виду, чтс для ползуна <о$=О. для общности записи фор 
мул I I) и (7) запишем:

I (»••: — (8)
12 "'։

Для кривошнпно-ползунного механизма с неравномерно вращаю
щимся кривошипом О А формулу (8) формально можно было полу
чи::. н (I). заменив ։ ней г:2/и>2 отношением и приняв и»2-О.

Если ведомое звено плоского многозвенного механизма (рис. 2) 
совершает поступательное движение, го вменив последнее равенство 
системы (5) выражением

Г!

сложна. получим

1-!

записанным аналогично (8), и

11 л I -1

Пользуясь формулой (8'1. легко показать, чи) если поступательное 
движение совершает какое-нибудь промежуточное звено (скажем 
зторое) плоского механизма, то. заменив (4| выражением (8) и пер 
нос выражение системы (5) равенством

полученным аналогично (8). получим ту же формулу (6).
Таким образом, з общем случае, когда плоский многозвенный ме

ханизм получается путем шх’-ледователыюто соединения четырехшар 
пирных, кривошипно-ползунных и кулисных механизмов, будем иметь

/•
= V, ф V (.М։ (9)

где V представляет отношение ускорения звена к сто скорости (линей
ных или угловых в зависимости от характера движения звена), т. е.

*Л+։ «Я4-1 ил"
Й.П I
^7'
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В формулу (9) входят ускорения только ведущего и ведомо-•• 
звеньев механизма. Если механизм содержит промежуточный или ко 
вечный ползун, то для них в формуле (9) подставляется - 0.

Формула (9) выражает обобщенную теорему Фрейденштейна для 
многозвенных механизмов полученных путем лос.тедо за тельного прием 
единения к ведущему звену и стойке структурных групп 11 класса, I, 
11 н 111 видов, причем каждая последующая группа присоединяется к 
стойке и к звену предыдущем группы, входящему в кинематическую пл 
ру со стойкой. Следует отметить, что группы могут быть присоединены 
в любой последокатгльностн. Исключение составляет случай, когда 
многозвенный механизм содержит две группы второго вида, присоеди
ненные подряд, г с. при наличии двух ползунов (выделенных на рис. 3 
и Обозначенных индексами к и £4-1). шарнирно соединенных к одному 
и тому же шатуну. В этом случае член в формуле (9), соответствую
щий значению ։ = к. вырож хается к неопределенность типа 0«сю. так 
КАК ։%= ՝՛, । - 11 И !։е 0. Для нахождения спязи между ускоре
ниями и н, по троим планы скоростей (/\.4Л) я ускорений (НапЬ) 

выделенной на рис. 3 части многозвенного механизма, из рассмотрения 
которых имеем

——- —--------—--------: ДсовО 1՛и. । <՛•>(•— ։») —֊—•
|ц » »՛■ С05(з — и) । I

11ч полученных выражений с учетом шаков ускорений находим
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п
JLl----- i2!LZ_. qo)

Чы» T* ֊a*-j /cos’U

гл- ,՛' длина шатуна: j угол между направляющими ползунов: 
я угол давления.

В рассматриваемом случае при выводе формулы (6) необходимо 
заменить соответствующее выражение з (5) выражением (10). д тог
да получим

•М.) Ctg •՝ sin: *
Л։ i /-cos;l։>

(11)

1 д и уго.м случае при раскрытии суммы пропускается член, соответ- 
стаующий значению । = Л. вместо которого добавляется послед |1Н 
член в выражении (II).

Пользуясь обобщенной формулой (9), можно паи । и условие •/ . , ֊ 0 
>кс։;.»имума скорое՛։ и ведомого звена многозвенного механизма, ко 
торос принимает вил

л
'А. ь„ — ... ) с1£|й п (12)

* - «

для механизмов с неравномерш ьращ ютимся ведущим звеном, ;։

г.'
О"? । — "՛.1 ՝ Ц։ — и» (1 *0

.֊ I

для механизмов с равномерно вращаю։։։имея ведущим кривошипом.
Выраж. ним (9), (II) : (13) можно пспиль.шват:1 как для анализа 

(зижепця ведомого звена с учетом неравномерности вращения воду 
ьче.го звена механизма, так и при синтезе многозвенных механизмов по 
заданным значениям скорости ч ускорения ведомого звена в заданном 

। ։ о л ож е и » ।.. । м е.\ а щим а.
Рассмотрим следунянне задачи синтеза плоских многозвенных ме

ханизмов.
Г. Требуется проектировать во՛ ьмизнеиный механизм (рис. 1) по 

заданным положениям (<п. цч). скоростям (он. <о4) и ускорениям (е) 
сД ведущего и ведомого звеньев.

Для общности задача решается 1՜ учетом углового ускорения веду
щего звена. Из формулы (6) следует, что заданные значения <о{ н е.( 
можно получить путем соответствующего ныбора схемы только одни л 
четырехзвенно։о контура многозвенного механизма. В самом дел՛, 
при известных контурах О։ 1(Л и из формулы (б) мож
но найти значение угла р> для контура О? размеры иоторо з

Контуры могут быть соответственно получены но коэффициент?, изменения 
средней скорости ведомого энсиа Д3О4 н по условию обеспечения нанлучшнх угле , 
передачи в шарнире В3.
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подлежат определению. и ио нему искомые размеры Положение пи- 
КН С?2 можно найти но известным значениям угловых скоростей с։3 и «>, 
промежуточных звеньев Выбрав полюс Р2 по и житному значению 
угла Ц2, можно найти искомые размеры контура СМз/^Оз и положе
ние шарниров !а и Р: на промежуточных звеньях < пос грог иия пока
заны стрелками). Выбор положения полюса Р можно подчинить ус
ловию получения хода Ведомого »неиа е ли • • мда я ыа улучи։»՛ 
ник» условий передачи епт в шарнире Н:. пли. наконец, ос5еспечс|»։ю 
значения угла <р*. если положение /</), ведомого звена задано не ։н 
иоеительно линии стойки (пи .։ относительно очного пл его крайних 
положений (||՞).

Таким образом, вышеуказанная задача синтеза многозвенного ме
ханизма сводится к синтезу только одного его контура с известными 
значениями скоростей и ускорений <:։ли угла pi его звеньев, входн- 
ШИХ в кинематические пары՛ /о стойкой

2°. Рассмотрим задачу синтеза шестизвенного механизма по мак
симальному значению угловой скорости вращения ведомого звеня 

при его прямом ходе Условие ИЗ) экстремума для шестя- 
знсниого механизма (ч = 2| с равномерно вращающимся кривошипом 
(>"։=- consl) принимает вид

(»՛.. (-7*-֊ - (I I)

или через аналоги угловых кор<ктгй-

(•. 1) <!«.., f,)Ctgp,=O.
Имеем

^ =- =- °»Q| |
’3 ‘"։ т/?։ т/=. O։Q, O,Q.
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где <п|2.10| угловой скорости звена 5 второго чсгырехзвенни-
ил. Рассмотрим сначала механизмы, з которых звено 2 является кри
вошипом. В этом случае аналоги <1^2/'<1ф։ и дфз/йфг имеют по два экстре
мума за один Оборот кривошипов Из выражения (14) следует, чт՛» 

л первый четырехзвсппик взят в экстремальном положении [т. о. 
ьр,1 ? - 0 и р, - 90՜, что следует из (1)], то н второй четырехзвсн- 
мик нужно брать и своем экстремальном положении 012 = 90°) В 
этом случае и шестнзвснпик и составляющие четырехзвепники захо
дятся к положении экстремальных скоростей своих ведомых, звеньев 
(риг. 5). Выбор точек р| или 02 нужно подчинить условию (15) для

•՛>•. . Графики Функций ?2(?2) ՛ (эг) для составляю ..их четырех- 

зн'. нипков я для шестиз'венника, пострс. ч ю по формуле (15). 

приведен < на рис. 5, б.

1'ие. 5.
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Если же положения экстремальных ц и <^2 смешены друг от
носительно друга на угол а (кривые и / на дне 5. 6), то в <з ш> -.։• 
мости от знака и величины угла а аналог ц3 може։ иметь один 1.1.։ 
несколько экстремумов за прямой ход ведомого «нет։, но нанболыпе» 
значение всегда будет меньше, чем в предыдущем случае

Указанные рассуждения праве-ливы также ։ля случаев, ко։.11 
ведомое звено совершает поступательное движение пли же, когда шар
ниры и Д2 (вместе или в отдельности) заменены кулисными парами

Если промежуточное зиело 2 .онершзег нознратное движение. и» 
указанная методика справ» т тин.» только туч ле. когда при рабочем 

ходе —— О.т е. звенья 2 и У нращакися в разные стороны (рис. 6. о), 

н двухкоромысловый мех.тни ։м 0; Ь./>\.05 нлгг ла участке II (рис. о. б).

Элсптростлликпй фнлнлл 
Московского ИИстмтутл ст.-ЛИ II .11,вМ!1 Но гуинло 27 XII ։*<7<.
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