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К ТЕОРИИ СИНТЕЗА ПЛОСКИХ ШАРНИРНЫХ 
МЕХАНИЗМОВ М1 ТОДОМ К ВАД РА 111ЧГСКОГО 

ПРИБЛИЖЕНИЯ ФУНКЦИИ

В работе [2] ппсрлые поставлена и решена <ндача об определении 
точек плоской фигуры, которые н ирон »н".и н<<м ч<н |е н.ллнных поло
жений располагаются нблчш ->т дуги - крул<н-’С1и, причем олизость 
понимается а смысле наименьших ква. .ион Н учены свойства геомет
рического места указанных точек с указанием их максимального 
числа.

В настоящей стапд. предстайлено новое решенш этой ь'.т ;чи. осно
ванное на использовании специальных коэффициентов, ки'.орые по уста
новившейся традиции к литературе ։к* еммте<у механизм >н называются 
множителями Лагранжа [I] Основная ш.՝՛ работы—усыновление аза 
нмосвязи между существующей т< >рией алгебраического синтеза меха
низмов и основными результатами обобщенной кинематический геомет
рии, развиваемой в [2]

Плоская фигура е занимает А конечно удаленных положении 
на неподвижной плоскости Е. Эти положения заданы шачсниямп ве
личин А‘ог УОг 6, (т=1. 2. 3, . . .. V), определяющих координатную 
систему д-оу. неразрывно связанную с е. о. юсительио системы А’ОУ. 
неразрывно связанной с Е (рис. 1). Требуе ся найти такую пару то
чек Е^е и А^Е, расстояние которых в жданных \ положениях 
плоскости е по возможности мало отличается «т постоянной /? По
ложения Л/ (| ==1. 2. 3. . .V) искомой - ՝чкц В. очевидно, долж
ны лежать вблизи от окружности радиуса А? с центром а точке А.

Подлежащие определению параметры д'д. у.ч. А», Ед, /? долж
ны минимизировать по модулю отклонения Д։ !.А/А|—А* (/=1.2,.

Задачу минимизации отклонений можно свести к эквивалент
ной задаче минимизации значений взвешенной разности

^(АЕАХ /?=-("^( 7л И (О

поскольку переменный коэффициент /? -фАВ,| при хорошем прибли
жении достаточно близок к постоянной 2/?.

С учетом известных формул преобразования координат
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|-ЛдсО80| ynSin9/։

И։*— Yot — Л'в sinGj 4- у в сояО/

выражение (1) можно преобразовать к следуютему многочлену:
— - 2( /ыХл -г j\i У a 4 fiiH 4֊/цХц -\ J-iP^ — /n.'^e~ ($)

где
/о< — J v~ Y !՝2\'=i\ I з,: ՛■ ( 0, (os5(- 4 z?c sin 0,-);

fit =- *oi Sin Of- YOi uysfa\ f$i = cosOj; f6l = Sin6f,

причем

(3)

/’5 —л:дХа | уц } a , 

} л — У я .

Так как величины необходимо минимизировать по модулю 
то для решения этой задачи (елесодбразво обратиться к методу 
наименьших квадратов, составив с этой целью квадратическую сумму 
значений Л<7., подлежащих минимизации:

5=3 4' (4)<֊1
Рассмотрим необходимые условия минимума суммы (4):

— = 0 (/«Ла. Ул,Н.хр .уз ). (5)

Условия (5) после преобразований с учетом (2) и (4) приводятся к 
следующей нелинейной системе:
^оо-^л 4՜ С01 Уд 4՜ С(/2Н — С^уХц — С^у'в 4 С05Р5 4՜ г՝.'б — ) оу« = ‘(0,
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Сц ) А I Су^Н 4՜ С13АД ;■ СцУв 1՜ ^15^5*1՜ ^-*16^8 ’ ЛсА'/? 1лУ& 71՝ 

С^Ха 4՜ С2։ ¥ А ~՝Г ^-22^ 4* 44^4՜ С’2аУя — ^аг/'з ■ ~ .2' 0>)

С\фА Д 4*^31 Л—~ С^Н — С33,Гд 4՜ ^з;>'Л ' 015^.5 4՜ С38А,|. Л,А.а— 4) } А— -,3, 

СюЛ’дЧ՜ СпИд4- С;*77-}- С^л'д-г ^нУв4՜ С^Рь4՜ Си^Ч-'сЛл ~ 4 ^д= н, 

где через и >֊։ обозначены выражения:
'й = £«Да 4՜ ^51 К-1 4- С52/7 СМХВ С5ЛУн 4՜ С^Р- “1՜ ^56^.; — Тз՝

\ = СвО^л 4՜ С(Н У А 4՜ ^лг^4- СвзХд 4՜ ^01УЛ ՛ С^Р6 ~ *1о՝ (')

а коэффициенты Сщ и тл определяются по формулам:
С^£/и/«; ^=х;/4Д.

/-1 /-«
(£=0, 1,2.- • • . 6; /=(). 1, 2, - • • , 6).

Из уравнений (6) и (7) можно составить следующую систему:

см ^<12 0)3 Л1 ^огг'о 7-05 Л'/. То
£10 с։2 Сп4-'о ^'1*4-4 ^15 С„ Га ъ
Сео с։։ с։ ^23 '■'2 л н 13
(^30 \՝х ^314՜ хо С,: с31 Су. Сзс • Ха — 13
^։о4-\) ^4Х"1"Л։ С։г ^13 с,й ув и

. (8)
£50 С5։ С5։ Су. С5в Р-. Тл4՜ 'о
^в։> Сц ^П2

г՛53
**63

С« свЛ См Рг 1

Теперь, решая по правилу Крамера систему (8). параметры Лд, Кд, 
77. х0, ув, Р:, и Р,- можно выразить как функции о г /0 и >.։:

На, Гд, //, хн> ув. Р„ Р6] =• Л |ДА> Оу., Г)и, 1)хЬ, [)Ув> О^Ор,\.

(9)
Подставляя (9) в уравнения <3), получаем две билинейные фор

мы от входящих в (9) определителей:

Ц) —7)ЛйОхл 4՜ Ру3Р‘л — О, 

н) = о,вОуГГ)>пйХА-1)1)р,=0. (10)

Условимся рассматривать числа а0 и /л как координаты некото
рой точки в некоторой системе прямоугольных координат >0О>։. Это 
позволяет нам сопоставить любой .чаре чисел л0 и Х։ определенную 
точку координатой плоскости л0О>։, которую обозначим 2. Уравне
ния (10) задают на плоскости 2 алгебраические кривые и Л2. Ре
шая для общих точек !\ к /՝։ систему (8), находим стационарные 
точки функций (4). Из них для нас продета иля ют интерес точки ми
нимума, которые должны быть выделены после изучения частных 
производных второго порядка.
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Каждой из гочек .минимума Р (Л'д . . Н. хц, у и), которой
соответствует достаточно .малое значение суммы 5. следовательно и 

. можно сопоставить некоторый рычаг с центром и Л(ЛД. У'л ) и 
длиной /? = УЛ'։ |- К-, 2Н. шарнирно соединенный с плоскостью в
в точке А’(ла. ул). Присоединив к плоскости е два таких рычага, по
лучим одноподвижнын ч .ырехшарпирник, шатунная плоскость кото
рого приходит дост?.точно близко от заданных положений плоскости 
е.

Перейдем теперь к изучению свойств кривых /д и Лд с целью 
установления максимального числа их вещественных общих точек.

С помощь^ теоремы .’апласа старшие члены и разложении оп
ределителя !') могут быть представлены в следующем виде:

'•$)*
С22
С,.

г:>

Кроме кого, можно заметить, что члены третьего порядка этого мно
гочлена содержат общий множитель (/^-| 'р. Это означает, что урав
нение £)—'») определяет бицнркулярпую кривую четвертого порядка. 
Аналогично, анализируя остальные определители, можно показать, 
что (1,\,, и'-л, (1Л& </У/{ циркулярным кривые четвертого порядка 
(квартнки), а (1<>, и с/;-. бнциркуляраче кривые пятого порядка 
(квннтикн).

С учетом результатов проведенного анализа старшие члены в 
уравнениях (;()) записываются в следующем виде:

('<֊Ь <) |- ()2 Н/ря '•։) -('?« От • • •

«5 I '1)4Р]('О. л։) • ('•?..֊■ 'р/Д('о. О 4- « 'рРр'о. '•,) ■+- • • •

где /-*{«,» '•) и /Д(>0, '։) первого, Р}(л0, О и Р }(/.<,. д) —четвертого, 
а Р{(/.0, /։) и РрО Ч) пятого порядка однородные многочлены от 
л0, Можно показать, что кривые девятого порядка /д и /д, опре
деляемые уравнениям (10), несмотря на наличие множителя (Ц-г);')4 
в выражении членов девятого порядка, проходят через циклические 
точки всего трижды, к тому же доказывается, что /д и /д имеют 
общие касательные в циклических точках.

Из однородной формы уравнений (10) следует, что все точки 
('о- '•։)• Для которых Г).х/) л. /Лсй, /Л»5» />/>,., !> одновременно 
равны нулю, будут общими двойными точками ։я кривых /д и /д. 
Попробуем установить максимальное число подобных точек. Опи 
должны быть определены из условия равенства шести ранга расши
ренной матрицы системы (8). Для этого необходимо и достаточно, 
чтобы любые два минора седьмого порядка в расширенной матрице 
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обратились в нуль и в то же время нс все общие для них миноры 
шестого порядка стали нулем. Возьмем, например, определители [) и 
Дхд. Соответствующие им кривые и Л имеют 16 общих точек, 
из которых четыре совпадают с циклическими, а еще четыре обра
щают в нуль все миноры шестого порядка, общие для О и Лдл. В 
итоге число точек, для кот рых ранг расширенной матрицы—шесть, 
равно 16 I 1=8. К тому же результату можно прийти, если рас
смотреть пересечение любых двух ил вышеуказанных кривых. Таким 
образом, из 81 обшей точки кривы /*։ и Л. 32 совпадают с указан
ными восьмью точками.

Исключая из множества 81 обшей точки /•', и Л. вышеуказан
ные 32 точки, в еще 21 точки, Совпадающие с циклическими, полу
чим, что . ......................... ... вещественных общих точек кривых Г\
и ?5, для которых система (8) имеет единственное репк'ние (ранг 
расширенной матрицы равен семи), равно 25. Данный вывод полно
стью подтверждается результатами работы [2].

Когда .V - 1, коэффициенты -определители при членах нуленосо, 
первого и второго порядка н уравнениях (В'В. —обращаются в нуль 
тождественно, и, следовательно, начало акт мы координат яв
ляется общей тройной точкой для кривых /՝\ и При >о=0, /։=0 
все определители в (9) равны пулю, и, шитому, условия (3) нельзя 
привести к уравнениям (10). В данном случае задача решается сле
дующим образом. Ранг расширенной матрицы системы (8) яри ао=О, 
/ч=0, .¥«4 равен четырем, и. поэтому. А'д, )’д, Р5 и Р< могут быть 
представлены через Н, и ув -и любым четырем уравнениям этой 
системы. Таким образом, имеем:

где |/Су [—квадратная матрица четвертого порядка, элементы которой 
—определители четвертого порядка, с-•ставленные из коэффициентов 

и
Подставляя эти соотношения в любое из равенств (3) и исклю

чая /7, получим кубическое уравнение относительно Ху и уя. Легко 
убедиться, что оно ест։. уравнение кривой круговых точек плоскости 
с. В самом деле, щи каждой круговой точки имеют место* равенства 

6 = 1. 2. 3. 1). которые после преобразований .тают нам усло
вия ).в =0 и /.,=■(), Итак, при \г = 4 всей кривой круговых точек, фик
сированной в плоскости е. соответствует единственная точка О плос
кости

Г.сли же А'=՜/, в уравнениях (10) члены нулевого и первого 
порядка обращаются в нуль, л кривые 1\ и дважды проходят че
рез начало системы %О։. При значениях • =0. *։=О ранг расширен



8 Ю, Л. Саркисяи

ной матрицы системы (8) становится равным пяти. В данном случае 
с помощью любых пяти уравнений системы (8) неизвестные Хд. Ул, 
//, /А, и можно выразить в виде Линейных функций от и уд. 
После подстановки этих функций в равенства (3) получаем два ку
бических уравнения относительно хд и у*. На пересечении соответ
ствующих кубических кривых лежат точки Бурместера. Этот вывод 
следует из того факта, что систему (9) при А —-5, /о=О, >։=0 можно 
преобразовать в систему уравнений Д?/=0 (/=1, 2, 3. 4, 5). Таким 
образом, при Л'==.5 точкам Бурместера плоскости е в плоскости 2 со
ответствует начало О системы '0Л-

11ри А' —6 в уравнениях (10) отсутствуют свободные члены и 
кривые г1։ /'2 опять проходят через начало О системы

Ранг системы (8) при Д'-- 6. /-о=О, >ч=0 возрастает до шести. 
Если вырази и. неизвестные Хд, )'д //, Л’д, Р , Рп через уд по лю
бым шести уравнениям системы (9) и далее ввести эти линейные 
функции в уравнения (3). получим систему двух уравнений с одним 
неизвестным, которая в общем случае несовместна. При Л>6 кривые 
/•', и /\ вовсе нс проходят через точку О.

Рассмотрим теперь тот частный случай задачи, когда на
чало подвижной системы л‘оу движется по дуге окружности, т. е. 
Л’^4- == соп51- Теперь легко видеть, что столбец свободных
членов системы (9) получается умножением элементов третьего столб
ца матрицы коэффициентов па постоянную величину /?*. В связи с 
этим свободные члены в уравнениях (8), так же, как и в выраже
ниях определителей /Л\л, £>г,Р /X/, /-Х-в, 1Х.1{, Р)Р,, обращаются
в пуль. Так как при ■'с=0 и /։=0 О-/-0, то из формул (9) находим, 
что Хд — 0, У'л— 0, л՜8=0. ув = 0, /А=0, Рп=0 и /7=0. Это означает, 
что начало подвижной системы координат является круговой точкой, 
а начало ХОУ центром окружност։։ (тривиальный результат).

Разобранный выше случай очень часто встречается при решении 
задач синтеза .механизмов, в частности, при синтезе передаточного 
четырехзвенника.

ЕрПИ им. К. Маркса

ЯП1՛. I,. 11ԱՐԳ11ձԱՆ

ՀԱՐԹ ԼԾԱԿԱՅԻՆ ՄԵԽԱՆԻԶ11ՆԵՐԻ ՔԱՌԱԿՈՒՍԱՅԻՆ ՄՈՏԱՐԿՄԱՆ 
ՄԵԹՈԴՈՎ ՍԻՆԹԵԶԻ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ

Ս. ։1 ւ|ւ и փ ո ւ Ա

Հոդվածում ներկա շարված Լ >սւրքէ պատկերի ամենաւիորր քառակուսիների 
խ) աստով շրջանագծին մոտերսղ կետերի որոշման ի>։'դրի նոր լուծում: Փոխս/-
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г]шрА 1(ши1 Ь։ $ ш и ш и/ чч/ ш д ^Лгл//<«(/гА /1 11 /и шЪ /> циЪ А р /< '՝ шЬ р ш! ш >^и ({шЬ 
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