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ПЛАСТИЧЕСКОЕ СОСТОЯНИЕ 11РНЗМАТИЧЕСКО1 О 
СТЕРЖНЯ ПРЯМОУГОЛЬНОГО СЕЧЕНИЯ ПРИ 

СОВМЕСТНОМ КРУЧЕНИИ И ИЗГИБЕ

Задача пластического состояния призматических стержней при сов­
местном и и нб։ и кр> 'и’:1.|и для идеально пластического материала рас- 
сиги:՛. Галась Хин.;, |ьмано'м [I |. Хиллом [2], Пиехником п Жичков- 
ским [3. '•] В работе Чиллера н Малверна [5] уши численный анализ 
задача для стержней каа тратного сечения из специального вида упроч­
няющеюся материала, подвергнутых кручению и изгибу в одной из 
плоское! ей । iMMvipui՛. сечения, Задача совместного изгиба л кручения 
стержней в связи с вопросами установившейся ползу чести рассмотре­
на в работах [(>. 7|

В нас юн щен статье рассматривается напряженное состояние приз-, 
магического ci -ржпя прямоугольного сечения из несжимаемого упроч­
няющеюся материала. находящеюся под совместным действием осевого 
усилия, крутящего н п и яоающпх моментов, приложенных па ториевых 
сечениях (рис 11.

Рис. I.
! !нтс‘н<Н1:н.остп касательных иапряж-. :шй и деформации сдви­

гов припим к-м связанными соотношением —/(ч)~д где функция /
2

характеризуй. । закон упрочнения материала стержня с некоторым фи­
зическим параметром Полагаем. что напряжения безразмерные (в 
долях 2(/. 1 с (/ модуль сдвига) и случаи /, — 0 соответствует иде­
ально упругиму мат риалу/!, ,— I. Принимаем, что между компо­
нентами напряжении. Д1ч| ։рмаипн и перемещений имеют место зави­
симости:

5= Лч)

O.V

՛ • ‘хг—
.. _ О<7 , ()w
2՜.՜ Л Z— ~ Г ““<)z ах

(1)

(2)
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Полуобратным способом [7, 8], принимая, что тензор деформа­
ции не зависит от продольной координаты 2, а <тЛ. -зу и ~х: равны 
нулю по всему объему стержня, приходим для перемещений к вы­
ражениям:

"֊ _(л- у--2г-) --Ху-Луг — х;

В 4 С•V = — (у՜2—л՜’ -2з2) - л-у - Мух— у; (3)

= 7)Ф(.т, у)+Ахгг-Вугф-Сг, 

где А, В, С, Г) —постоянные, а о(л', у) —неизвестная функция пере* 
метения. Для компонентов напряжений имеем:

= -֊'/МИх-Г с>: 3-< = Ъ՛ 7 *а-у=0;

'х: =■ ~ —У 'У7 = Р/М ( -■ т А. (4)
\ Ох / \ оу /

Подставляя (4) в дифференциальные уравнения равновесия, прихо­
дим к уравнению:

о
ох оу Лч) = 0. (5)

Условием отсутствия нагрузки ;на боковой поверхности стержня будет.

д՝Ь <7 / №֊|֊у: \
о. 2 /' (С>)

где Г контур области с поперечным сечением 2; х дуга контура: 
> —направление внешней нормали контура. Таким образом, опреде­
ление напряженного состояния стержня сводится к внутренней зада­
че Неймана для уравнения (5) при краевом условии (6).

2° Вводя обозначения: $;==Л>Гю: /(£/) —

<»~фхф?у } 7)։ | ( у} И л*) (7)

(где а, ;• соответственно равны Д. В, С. умноженные на \'Л';'21Л. 
уравнение (5) представим в вп ю

^+(дЛ у’)^!А+/^+х\^։.=о. (8)
\ дх I дх \ ду / ду
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Решение уравнения (8) ищем в виде степенного ряда по параметру (л)

(9)

Лп.ье, <||ун-ц::и ••• и 1н/, разлагаем п степенные ряды пи /:

(10)

где

<.» = у /Лю* ; |||/։ = - /. V //7?а. , 
Г"'а

ч< К'*-* I • у .-.г | % О’ 
л V

,) 1 йП111^«га(1^. *|; (II)

1___ ^•’Чп/,
(«• I)! £/}Л+| . ц

«Ъ..........«д)|

Гз . <3 /3 С.

_ 2 ц/

Здесь а*. /Л- коэффициенту разложения соответству­
ющих параметров в ряд по л, я Ло, £0, Со, /90 являются постоянны­
ми соответствующей лип՛֊ шо-уиругой задачи.
Подставляя (9) и (!•>) н (Ч). приходим к краевой задаче:

систему рекуррентныхдающее решение л 1шейшсупругой задачи и 
задач Неймана:

п 0, 1. 2.

О,, - 4՜х }£га<1 о* £гас! Е„ I, (14)

определяющее пласт веское состояние стержня*
1? случ.и прямоегол’.шнч) пипере1։нога сечения имеем граничные 

условия

/о _ ( ?л'+! _ ՛ 1
<<;.՝ Х' Ох . 1 Оу у /А = 0. (15)

Значение >0. определяющее деплгнацию поперечного сечения при уп­
ругом кручении, нзвеоио:
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у) = ֊*у

И՜*
, 8д2 (-1)»*1 »
' Г-1 (2*-1)д сЬ(2* 1)^

я|.;

ь (16)

3° Для определения йд+։ нужно показать выполнение п обходи­
мого условия разрешимости (14)» т. .

И (?„<«> = 0. (17)

Подставляя (~}а из (II) в (17). после пе.которь։,՝; преобразован ни 
и использования граничных услопн: (15) получим:

«,՛.՛ &,?. «Г2
( ^,Н/А7/у = ( | V /■„ . А их г/у. ( | К)

—«'/ — <112 —п/2 — <ьз

Далее, почленно интегрируя уравнение (8) в рассмЧ1 рп н к-мой пря­
моугольной области н используя граничные ус.и ним (15). находим:

п 3 Ь 2
.( I V2 -5 I п (1х (IV — 0. (19)—(7/2 — ш

Подставляя здесь разложения у н 1п/|։ будем нм< п•:
а'} 0'2

։
' Г( V /՝'-։ < V՛* /А их (/у (20)

-а;2 '-1ч 2
Сопоставляя (20) с (18), прихо, им к ус.1.н1и:о (17),

4° Решение краевой задачи (14) представится в виде
о •> 1)11

•?й+|(л-.у) = 1) Рп(«л;)й(?.с,л',У)^^У- "--=0, 1. 2. ... (21)п:2 - Ь'1

6(',п^У) =

Здесь О—функция Грина второго рода для данной задачи.
Решение задачи (14) можно получить гаки:;՝ в форме двойных 1рл- 

гонометрнчсских рядов Фур -с;
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(«=0, 1. 2, ...)

... / а \ / Ь \
4 "г г

где «Й = 55 J \ (in<x, У) COS------- -------- cos-------- -b------- dx dy. (24)
rtj2 - li-;>

При степенном законе упрочнения (/(Е») == ;Г2 ) ДЛЯ выражения 
Qn имеем:

Пользуясь априорными опенками Шаулсра, аналогично [8] легко 
показать абсолютную и равномерную сходимость ряда (9).

.5 Компоненты напряжения, соответствующие второму прибли­
жению, будут:

- — (До | 'Л)А' Ь(^в+>Д)у-| С0֊֊>.С։ /.(Аох |֊Яоу-|-Со)1пр

где ц(х, у) — %(х. у) определяется по (16). а •!»,(*, у) -соглас­
но (23). причем

<?о(Л У) = - У + (?’ + . (27)
\<м- / дх \()у / ду

Постоянные Ло, Ва. Со, /֊)0, Аг В}. Ск. /?։ определяются из ста­
тических условий, которые, при отсутствии осевых сил, имеют вид:

(28)



Пластические состояние пр՛՛՜-тичо - -• :> < 15

Подставляя выражения (26) в (27). бу дем иметь:

л֊4Л,'։ /? 4Пл
° (ԽԴ ՛' 8r,^(iah3"' с

.էԼ

«р м.՛
ւ |*Ti 

a3b .f J
• Й|3 -М?

(29)

( A-у !п !՛ dx dy ab3J • ло Հհ ( l/iniu/.vc/v;
-«Г- №

«Я? Ар
Ci=SJ

*»Լ՛

ср >|1

где

Dt=—<L 
ab'K

й»2 fr|2

•HJ »(j

°
ах Оу 'Հ/y

dxdy.X

л;=1Л-11!2± 
յԼ ժ а

Для численного примера, полагл-: 
) ==0,2; G = O,77 • 1047*Խր; I ,М. /Р

0; My !6.W.: a/b = 2; 
35K7’,'t ։'2. из (29) iiflxo-

риг. 2 Рис. Л
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ЛИ м: — Со -- Вх = Ci = ();

£t=5 .• 10*4 — |см֊Ч; Л„ = 3(5,6 • 10-4֊ lex- 'l;
ь ь

IX- 16,8 • 10'4 —Л, = —14.3 • И)'л—кл-,|. 
b ь

Кирина напряженного состояния. соответствующая приведен­
ным числовым данным, представлена на рисунках - н 3 (в к/'!см9).
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