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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ ЛИНЕЙНЫХ 
СИСТЕМ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Интегральный критерий устойчивости [1| обобщается на линейных сганшчшрнш 
системах с любым числом запаздываний. ПрипОАНтся простая н -><|>фсктинная оценки 
степени устойчивоетп систем г запаздываниями с помощью вспомогательной функции-'] 
действительной чисти логарифмической производной характеристического квазлподя-’ 
пома.

Введение. Рассматривается линейная стационарная система, описи 
наемая следующим дифференциально-разностным уравнением с запал- 
лывающим аргументом:

П !Ч 
2 = ՛.՝(!)

Л-0/-0

1 -1'-' ' 1 С 1 ' ‘ \ '/!! ՛• <1ЦО 0։ = 0; / — 1 , 2. • • •. III.
Характеристическим уравнением лнфферсчшнально-разностнбп) урав­
нения (I) будет

/’(г) = 2 (2)р-и /-о "

Левая часть уравнения (2) называется харктеристическим квазиполи­
номом.

В статье интегральный критерий устойчивости линейных стационар­
ных систем с запаздыванием [I] обобщается для любого (конечного) 
числа запаздываний и. наряду с простотой и наглядностью, удобен при 
реализации на ЦВМ.

Трудности нахождения всех корней характеристического квази­
полинома и построения переходной функции системы с запаздывающи­
ми звеньями для ее качественного анализа приводят к косвенным мето­
дах: оценки параметров переходной функции систем.

Для оценки быстродействия -одного из важного параметра пере­
ходного процесса системы—используется понятие степени устойчиво­
сти [2]. Под степенью устойчивости 7 понимается абсолютное значение 
вещественной части ближайшего к мнимой оси корня, т. е.

71 = |кег^,„11.

Существующие методы [3] оценки /, мало пригодны для их реа.ти 
<аш!и на ЦВМ. я. следовательно, возникает необходимость пахожле-
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1Н1Я новых рациональных методов оценки т„ легко реализуемых на 
ЦВМ В настоящей статье предлагается простая и эффективная оценка 
степени устойчивости системы с запаздываниями, основанная на на­
хождении максимума всл1омогате.։ьной функции.

Критерий устойчивости. Теорема. Для асимптотической устой­
чивости системы (I) необходимо и достаточно, чтобы выполнилось ус- 
ловче

— -и.
- 4.

где

/?(••>) у֊|аги А՜ (/<•>)|.

(3)

(4)

Доказательство. Согласно принципу аргумента, если функ­
ция /(?) аналитична на замкнутом контуре 5 и не обращается на 
этом контуре в нуль, а внутри контура 5 имеет конечное число по­
люсов и нулей, то имеет место

(5) 
„ /\֊> - ••о

где р-число полюсов, у число пулен функции внутри контура 5; 
причем полюс пли нуль считаются столько раз. какова их кратность.

В качестве функции /(г) возьмем квазиполином (2). и в качест­
ве контура интегрирования 5 отрезок мнимой осп Л. лежащий в 
правой полуплоскости полуокружности С/г (рис. 1). Квазиполином 
(21 на правой полуплоскости может иметь только ограниченное число 
Ч нулей и не имеет полюсов. При достаточно большом /? эти у ну­
лей окажутся внутри контура 5. и тогда формулу (5) Можно запи­
сать в виде:
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р ^7/ dz = Ar£/W =2к</. (6)

11реобразуем квазиполином (2):

A'(z) = A0(z)
A'0(z) .v0(*)

4- г֊:
ад

Тогда, согласно (6),

Arg/V0(z)|x - 2r.q= Arg I I -f- e֊--i; _l e-v _ . . .
A'o(*) ‘4(z)

пости z R[c.№ Zsln?)

Приращение аргумента на контуре 5՝ равно сумме приращений 
аргументов на Д и Сц. Так как степень многочлена Л'р(г) больше 
степени многочленов Луи) (/ 1.2............w), то на дуге См окруж-

- . ֊ \ ?V7(z) ,~ J модуль -(I при

/7 и со. Модуль e~'f (,/=1. 2..............ш), равный 4:0s ?. также
стремится к нулю. Отсюда следует, что 

Arg
•Ч(г) ;V0(z)

֊^•-7? — О
Ч(г) |см

при
Пусть многочлен Л^(г) имеет / нулей, лежащих в правой полу­

плоскости. и не имеет нулей на мнимой оси. При достаточно боль­
шом R эти / нулей окажутся внутри контура 5. и. согласно (5).

Аг?А;(г)|ч = 2г/

или
2-(/֊ <7 I -.\rgl I ֊( ............. ֊Т

А'о(г) A0(z)

Положив 2 Лп и одновременно изменяя знак значения 2?t(./ <7) 
и направление обхода контура, получаем:

Д arg I 1 • f. e i-y ... A,...(/■՛,) I
֊*<"՛<*[ А'0(М) А'0(/*ю) A'ft(Zo)) I

Применяя к .многочлену ,V0(z) критерий Михайлова для систем 
без запаздываний |4|. получаем:

Д arg A'0(Zu>) = (w-2/)n.
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следовательно.

A arg F(/w) = Д arg ;V0(zw) г A arg --- е

. , A'W(Zw)
Ww) -4(/w)

е ՛'»։ («֊2/)-ф2М/

«х(/г-2^. (7)

Соотношение (7) показывает, что критерий Михайлова остается 
справедливым для системы (1). Нетрудно заметить. что соотношение 
|7.։ можно записать в виде

Д argFfiu)) = ( — |aig/'(M|*A՛' — i /?(’•։)</՝". 
' — '»<%’<* x J d <։• J- ЭС -  ■-

Согласно (7) и (S). окончательно получаем:

j /?(u>)f/w = T.in —'><{}.

(K)

(9)

Так как для асимптотической устойчивости системы (I) необхо­
димо и достаточно, чтобы 7=0. то справедливость теоремы становится 
очевидной.

Формулы вычисления. Положив в (2) ;-/<•>, получаем:

Л՝(6՛») = I '(։՛֊>) i Т’(։•>) и arg = arctg - - —.
/ .'(w)

ледовательно.

R(«) = — I arg/-՜ (fa)I - l!֊U '' ■ (10)
G<o и2 4- V՜-

если L и Г одновременно не равны нулю, т. с. если квазиполином
(2) не имеет нулей на мнимой оси. Учитывая, что е izj-■՛—coSTyw— 
—isinч-и, получаем:

tW v0 - L/.Vj cos-։t՛» V’,v։ sin -։ш • • • L'ym cost^w V’.v^sIh-otW.

։? = Kv0 г Кт, costjW L\v| siii'jtu 4֊ • • • 4՜ Iz.v,hgostww 4- f/,vwsintwu»,

(11)
где

Цс, (<u) = ReAfy(,w). lz.vy (cu) = lmA;(/to).

В силу четности фупкиий I 'л . cos՜; ш:, lzv, и нечетности функций



Гл,. . ПХ/ нетрудно заметить, что С и Г' являются четными

функциями, а П' и Г нечетными. Поэтому, согласно (10). функция 
/? («) четная, т. е. /?(»>) — /?( и).

В силу сходимости и четности подынтегральной функции /?(<••) 
условие (3) можно привести к виду

(12)
о

Пример. Определить устойчивость линейной стационарной систе­
мы с запаздыванием, имеющей характеристический квазиполином

/-(с) = (».1г-։ О.Зг 0.54-(0,1г <-0.2)<> •- (0.2г |-0,3)е

Решение. Вспомогательная функция /?(*>) строится по форму­
ле (10). где V п Г определяются из (11). С помощью численного ин-

V
тегрирования интеграла । /?(<՛*)(/<՛» в интервале (0.20) при -,=3,0 

*о

и -2= 1.5 получаем:
•20

| /?(<..)^.> = 3.0156 :^ ֊.

следовательно, согласно критерию (12), система асимптотически ус­
тойчива. При *.,-2.5 и -,= 1.7 получаем:

20

/?(։«)</։՛> = — 3.15717 — ~<^՜.
’’о

следовательно, система неустойчива.
В работе |1| показано преимущество предлагаемого критерия 

устойчивости и приведена его сравнительная оценка. К сказанному 
можно добавить, что если в системе функционируют Запаздывающие 
звенья, числом более одного, го проверка системы на устойчивость 
но критериям Найквиста и Михайлова чрезмерно усложняется |5|. 
Интегральный критерий устойчивости лишен этого недостатка, и уве­
личение числа запаздывающих звеньев мало усложняет процесс про­
верки устойчивости.

Вспомогательная функция /?(л). Пусть характеристический квази­
полином линейных стационарных систем с запаздываниями имеет вил:

где 0 = т0

Л Ш
/■(<) = ! (13)

р-О /• о
• -иг. Оно ~ О; с1п) —:'1; у ^=1,2, • ■ • ,т.
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Рассмотрим возможность разложения (13) на множители, соот­
ветствующие их нулям, аналогично разложению, существующему у 
многочленов.

На основе теоремы Вейерштрасса |6,7| любую целую функцию 
можно разложить в бесконечное произведение, соответствующее ее

нулям, т. е.

где > порядок нуля функции в начале координат. ^(2) не кото- 
рая целая функция, р целые числа и выбраны тчк. чтобы сходил
СЯ ряд

г М'+‘ 
/

Но теореме Лдамвра. если целая функция конечного порядка 
то н разложении Вейерштрасса (14) можно принять

р — Е{ь) (целая часть р) 
и в качестве £(г) взять многочлен степени не выше £('>).

Из теоремы о порядке суммы и произведения |7| нетрудно за­
метить. что квазиполином (13) имеет порядок о — I. поэтому ия не­
го о 1. А7(г) аг — Ь и, следовательно, для квазиполинома (13) раз­
ложение Вейерштрасса принимает вид:

/(?) = £'ехр(ц£+ />) П ( I----- — )ехр(—). (15)
*-1 V гк / X *А- /

Вставим в (15) г /х. гА = хЛ-|-/у* и рассмотрим се производ­
ную от аргумента. Получаем

(I
<!х

аг? /(/х) = Щх) = а V ---------1-*-----------}- V -------.
^Г-г(-х Ул-)г ~ -4*4 П-*

(16)

Прлагая я (16) х О, находим неопределенный параметр а ■=
= /?(0). следовательно.

/?(•*) =«(<>) ֊ V ** ,, ֊ V ■
“I 4- (х—укГ А- ։ хЛ.֊ уА.2

(1՜)

Оценка степени устойчивости. Теорема. Если система с за- 
пи;<аыванайми (1) устойчива, то ее степень устойчивости не мень­
ше обратной величины наибольшего значении функции 1 |/?(х) 
"г 'т “I-

Доказательство. Согласно выражению (16) имеем:
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SUр/?( Л- ) »= а 4 V —;------sup V —----- ------------
* ~ 4 т у; ՛ а} 4- (X - у*)8

(1К)

В гиду асимптотическое։ устойчивости системы (л><0) из равен­
ства (18) можно перейти к неравенству

sup/?(x) a v —.Л*—-— 4- sup ------- ——-г.
/ п АИ у» ՛ чч<*-у*)а 

отсюда
Ч- 1/sup|/?(x) a i| 

л
иди

|х*| 1/sup |Я(х)—а—э|. (1У)
1

ГДС

>= у
У У

Так как неравенство (19) справедливо для всех л>. то при л> = 
= |Ке2>|шц։ получается

т4 = |Re z* |mi։t> 1 sup 1/?(х)- а- н|. (20)

Так как рассматривается квазиполином с действительными коэф­
фициентами. то его корпи являются парами комплексно-сопряженных 
чисел, и сумма двух компонентов

—А* -АД__________ 2х*
A'j4-(x—Уж г ‘ 4-(х4 у>)’ А-; 4֊ у;

соответствующих сопряженных։ корням, является четной функцией. 
Следовательно, функция /?(х) также четная, т. е

/?(д) = /?(-.v). (21)

Из четности фхнкцнн Z?(x) и (20) окончательно получаем

ij>3=l/sup |/?(х)4-г|. (22)
О г > . .

где е- -(п4-х).
Д.чя определения с используем интегральный критерий устойчп 

кости линейных систем с запаздыванием (12):

/?(л)</х--л/2. (23)

который па основании формулы (17) можно представить в виде:

/?(л )г/л — ( /?(0)</л՜ - i 

V П V

-л> (fa:
л; t (д' у* )5

т.п 12. (24)<. л । </.«
-S i У?
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В силу сходимости (23). интеграл (24) получается:

„в. е,

ООО о
где 5 выбирается так, чтобы выполнялось условие

После интегрирования (25) получаем:

/?(0) • S «S ;V(s) • x^zw/2, (26)

где А’(л-) число корней квазиполинома в интервале (0. s).
Разделив равенство (26) на s, получим

[a + /?(0)| = z^-L^.. (27)
s 2s

Число корней квазиполинома в интервале (0. $) можно опреде­
лить по формуле |8|

2т: 2֊

При достаточно большом s число корней в интервале (0. $) можно 
принять

(28)

Подставляя (28) в (27). окончательно получаем:

1«4֊/?(0)|=г-^. (29)

При мер. Дан характеристический квазиполином линейной снеге 
мы с запаздыванием:

2г2 4-0,5г2 -|- е '' - 0.

Определим запас - устойчивости системы. Значение вычислим 
по формуле (22). где

U = 2№—2 4-cos(-х); U' - ֊ 4.V—- s iп (-.v):

Г=-0,5х sin(-x): V"=-0.5 tcos(-x).

При :-5 sup/?(л)= 19,0. Вставляя величины - и sup/?(x) в нера- 

венство (22). получаем значение запаса устойчивости линейной сис­
темы с запаздыванием >>0.04658. При изменении значения т от 0 до
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6 система остается устойчивой |1| и двух интервалах: 0<՜ 0.54 и
3.78<- <5,85. На рис. 2 показано изменение - в первых двух устой­

чивых интервалах системы, и, как видно, система максимально устой­
чива при ' 0, т. е. звено запаздывания снижает устойчивость сис­
темы.

|.рИЛИММ Поступило •{ IV 1971.

Դ. 2. 1ГЬЦ?П.МГШ., Ь Л. ՄՈՎՍԻՍՅԱՆ

ՀԱՊԱ'1.111>11Նհ1։11«1. ԳԾԱՅԻՆ ՃԱՍ՚ԱԿԱՐԳևՐԻ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ 21ւՏԱ9.ՈՏՈՒ11’0

II. մ' փ ււ փ ո ւ մ

ներված Ւ, վերջավոր թ,(՚,,1 ՛Հապաղումներով գծային ստացիոնար հա- 
>քք>ւէքւսքէէյԼրք> կայունության նոր ինւո եդրւոլային չափանիշ։ Տույց Լ արվում ին ■ 
աեդրայային կա յո ւն ո ւ թ յ ան չափանիշի ա ո ավե լո ւ թ յո ւն ր հայկվիսւոի 1ւ Միխայ. 
լովի չաւիանիշների նկատմամբ։ 1՝ագի 111 յն ավելի պարդ Լ ե հարմար

! ա շվո դ ա կ >// ն ա ե ս ա կ ե աիւյ ։
Հոգվածւււմ դիտվում է գծային ստացիոնար հապաղման օղակներով 

աս ի մւգտոտիկ կայուն Համակարգերի կա յունութ յան աստիճանի գնահաա֊ 
ւ> ան խնգիրրւ

Նման Համակարգերի կայունության տստիճանր գնա Հատելու Համար 
արվում Լ նոր մեթոդ, սրտեղ կա յունութ յան ասաիէՀտնի գն ա՚Հ ատմ ան 
իւնգրի յուպու մ ր րերվոււ)' Լ միաչափ Հիունկւյիա յի մ ա ր ս ի մ ո ւ ւ) ր գտնելու խ րն • 
դրին •. IIու տրված կալունոլթյէոն աստ ի ճան ի նոր գնա Հա ւո ական ր կսւրե/ի Լ 
Օգտագործել Հապաղումներով Համ ակա րդերր Հ եւոաղոտ ելո։ հտմարւ Առա­

ջարկված մեթոդով սւոայյված բանաձևը Հեշւոոլթ/ամր կարելի I, վերածել մե- 
ր ե նտ ւ ա կ ա ն ա/ գ որիթմի ւ
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