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СТРОИ 1 ЕЛ ИНАЯ МЕХАНИКА

М. \. ЗЛДОЯН

О ПРИМЕНЕНИИ ВАРИАЦИОННЫХ МЕТОДОВ ТЕОРИИ 
ПОЛЗУЧЕСТИ ПРИ РАСЧЕТЕ СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫХ 

ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ КОНСТРУКЦИИ

В теории расчета железобетонных элементов в упругой стадии
наряду с прямыми способами \ пенно применяются и ’тарнацнонныс 
методы, позволяющие во многих тучаях находить наиболее эффек
тивные решения задачи. В расчетах статически неопределимых железо
бетонных конструкций с учетом ползучести бетона эти нарнанионныс 
способы пока не заняли должного места, как эн» имеет место в упру
гих расчетах.

В данной статье приводится некоторое обобщение и приложение 
формулы Кастильяно для железобетонной балки с учетом наследст
венной ползучести бетона.

Принимается, что железобетонная балка работает в стадии, когда 
трещины отсутствуют. Для простоты рассматриваем балку с прямо
угольным поперечным сечением с двусторонним симметричным арми
рованием.

Будем исходить из наследственной теории ползучести Маслова-
Ару поляна [I] и из основных гипотез, принятых в теории расчета
железобетона | I— 6] и тр. Между напряжением и деформацией в 
бетоне имеется зависимость

I
(О

Здесь модул։, мгновенной деформации бетона принимается постоян
ным (осредненным)

-?(’)=4- + Со- (2)

Материал арматуры считаем идеально упругим с модулем упругости
А-

Из условий равновесия имеем (рис. 1)
л
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। (( V и ЛТ—нормальна» сила н изгибающий момент в сечении л\ з։ 
к :։ напряжения соответственно в нижней н верхней арматуре. I ։— 
площадь поперечного сечения каждого слоя арматуры.

Принимая гипотезу плоских сечений, будем иметь 1«ги4-кг. где 
* -соответственно относительное удлинение и кривизна нейтрального 
слоя балки.

Рис I.

Используя условие равновесия (3). соотношения между напря
жениями к деформацией в бетоне (1) и в арматурах

з։. а,в£։(ц хЛ) (4

о 
и вводя обозначения >=2/Д/г,/:/•'. F=2bh, J = -^-b/r\ получим

^֊֊֊^ J|֊֊^h'-
.И х— — 
EJ

КЦ,

(5)

(6)

Для решения интегрального уравнении (5) относительно г0 удоб
но ввести новую неизвестную функцию

?(■<•') = ֊֊Д--Д-<.0. (7)
EF

Тогда из (5) приходим к следующему интегральному уравнению:
t

?(.t, О» "V?? -■ *? Г?(■։. -)AV. •)</-. (8)

где а 1/1 4 \ ^“*/1 г». Решение уравнения (S) представится в виде
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Их.

где-/М, т)—резольвента ядра—/Л'(/, -)
I Е

Ш. -) Ф)֊֊7 /А-) (’ е !՛*"' Л.

*■(•) = 711 +?б»Ы|. ОД - <(-) ֊ г’(-) -77,(7).
Подставляя (9) в (7), находим

։։(х,п_д^о.+[^±ж
•1՛

где >.— «/՛*. Аналогичным образом из (7) находим

Х(Л-. 0 = ^Д1 + ('ч^)^, ,)(Л։
*•

где *1=1/1-г Зл /•!-3', Н 3>, а значение /?։(/, -) определяется по фор
мулам (10) заменой 3 через 3>а։.

Напряжения в арматурах будут

где IV = .//Л.
Учитывая линейность распределения напряжения по высоте по

перечного сечения в бетоне, можно вывести формулы для напряже
ний в бетоне в нижних и верхних краях поперечного сечения

=..|=^.^_Г|^п4’Лп (1- (И)
о,| Г - IV" 3 | Л " ~ IV" *։] 04)

Пусть под внешними силами рассматриваемая железобетонная 
балочная система находится в равновесии. Наряду с истинными нор
мальными силами .¥(л\ /) и изгибающими моментами Л1(х, /) в мо
мент / рассмотрим и другие возможные распределения нормальных 
сил и изгибающих моментов Л?(х. О НМа О. Л4(х, /)-{-6Л1(л*. /), 
бесконечно близкие к реальному и удовлетворяющие уравнению рав
новесия и граничным условиям. В рассматриваемый момент / вариа
ции оД՛՛ и составляют уравновешенную систему. Тогда сумма ра
бот вариаций о/У, и вариаций внешних сил равна нулю

Срду хгм|^л- = <и7(/)грл(0. (15)
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Здесь Р*(/) и да^/)—обобщенные силы и обобщенные перемещения. 
Подставляя (II) и (12) в (15), находим

, Г [ х.У“(л-. О , ^МЦ. -у. /) , Г 
J I 2EF ' 2EJ ' J й ли 0W. •) +

EF

•) d:\dx -Vw*(WPHO-
J ) »• i

(16)

Отсюда для обобщенного перемещения под обобщенной силон нахо
дим

Ъ = f i Т + W- }^7? <1х ,) I ЕР J EF I dPk(t)
i

J I Е՝1 ' J EJ 1 1 j dPk(t)I

Полученная формула выражает теорему Кастильяно для рассматри
ваемой железобетонной балочной системы [7, 8|.

С целью иллюстрации рассмотрим один раз статически-неопреде
ленную систему (фиг. 2а). Горизонтальная железобетонная балка, на
ходящаяся под воздействием равномерно распределенной нагрузки с 
интенсивностью <?(/), поддерживается вертикальным металл 
стержнем. Для нахождения неизвестной реакции H(t) имеем 
ние

Г( «,*>,(*, О Г >.,Л1ДЛ-, -) . 1 дМ^х, t)
J I EJ J EJ ' ' I OH(t)

М(04 =0
• E.F. dH(t)

Подставляя в (18)

I веским 
уравне-

(18)

М,(х. = (19)

и вводя обозначения

3 EJ 12 3 .... /4.----- = 7,(0 = ^(0>
^*1 •п ' ’•

где новая неизвестная функция, получим
t

7(f) =JV) 14 fz(-)^(^^-.

(20)

(21)
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Здесь
/(О -֊- Г7֊у</)/> |1, = г4~‘8 1 ф I» 1 ф Г

Преобразованием и дифференцированием (21) приводится к диффе
ренциальному уравнению

/”(0 + ^1(')7.'(0=/■"(/) + ’ХО/ЧО Й

с начальными условиями

/(м)-Лм). х'(п)=/(ъ)-ъЬХ'п) 7|Лм)-
Решение уравнения (23) при условиях (24) представится в виде 

• I

/,(о=ло֊ р(-)«*е, •։<*. (251
*•

где —/?>(/. т)—резольвента ядра ֊֊ р։А\(/. ■)
/ I

Ъ (I. -■)-ъо) -ф) - «.(’)՛ [« Н* < Й
Т։(т)-( Н |11)7;(-)-7Р1, /А — 7/-1-Т?—

Подставляя (25) в выражение //(/) (20). получим

//(0 = д еел ։ +։> г -и-.
8 14-р .1 <1(0

В случае постоянного </ и старого бетона («(т)=соп§1) находим

1 1 е/7(0 =
Н(1 I р)

Прогиб балки в узловен: точке будет ^(/)—//(/)/...ЕЛ\.
В сечениях, где не приложена сосредоточенная сила (момент)

рогиб (угол поворота) определяется методом введения добавочнойп
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силы. Пусть аселезобгтоиная балка изгибается под воздействием рав- 
гомерно распределенной нагрузки </(/) и требуется определить Прогиб 
свободного конца балки (фиг. 26). В этом сечении приложим допол
нительную силу /<(/). Тогда а этом сечении прогиб будет 

te&oТ)(Л )**<*')
■Г JI EJ J EJ 1 I «/*.(/)
10ДСТПИЛЯЯ и (29)

2 dP.(Z)

rf.vl (29)

Л՞

и принимая /•*,(/)- О. получим

«1'1 ’-֊֊֊< 1 + -֊-!՜-^/?,(/,-)</- . (31)
/:7 3*.| </(/)

Представляет определенный интерес распространение прицеленного 
ипршпшониого метода на случай температурно-усадочных воздействий, 
несимметричного армирования, предварительно-напряженного железо- 
бет они и т. д.
Институт механики АН Армннсхий ССР Поступило 5.1.1974

Մ. Ա. ԱԱԴՈՏԱՆ

1111'Ա’1՛ Տ1։ II ՈՒԶՑԱՆ ՎԱՐՒԱ8ՒՈՆ ՄԿք*-|1ԴՆԿՐՒ ԿԽՐԱՕՈհՄԸ եՐԿԱթ-ՐԿՏՈՆՅԱ 
ԿՈՆՈՏՐՈՒԿՑՒԱՆԿՐՒ ՀԱՇՎԱՐԿՈՒՄ

Ա էք փ ո փ ո ւ մ

Հոգված ում բերվում Լ կաստիյյանոի բանաձևի րնգհանրստցումր և 
նրա կիրաոումր երկաթբետոնյա հեծանների ‘.ամար' բետոնի ժառանգական 
սողքի պայմաններում։ Օրինակի համար քննարկված կ մեկ անգամ ստատի- 
կորեն անորոշ սիստեմ:
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