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ЭНЕРГЕТИКАЭ .1 ОГАНЕСЯН
МЕТОД квазилинейных уравнении для расчета 

цепей с нелинейными активными 
СОПРОТИВЛЕНИЯМИ

В работе излагается метод расчета электрической цепи при прило­
женных периодических напряжениях. Нет. постоянного тока может 
быть рассмотрена как частный случай цепи при периодических воз­
действиях. Обычно для нахождения периодических решений нелинейных 
дифференциальных уравнений, описывающих нелинейные пени перемен­
ного тока, наиболее часто используется классический метод гармони­
ческого баланса, а также метод Галеркина и реже метод коллокаций 
[Г]. Эти методы -эквивалентны в смысле получаемого решения. 
Наиболее существенным недостатком указанных методов является 
необходимость предварительного произвольного выбора числа членов 
тригонометрического полинома, принимаемого обычно за искомое 
решение. 11ри этом выбор недостаточного числа членов ведет к недо­
пустимо большим ошибкам и необходимости выполнения повторных 
громоздких вычислений для большею числа членов. Одновременно вы­
бор большого числа членов с выполнением заведомо излишних 
громоздких вычислений.

В работе [2] изложен метод квазилинейных уравнений гармониче­
ских составляющих для расчета электрических цепей со сталью, кото­
рый позволяет формализовать расчет сложной цени и свести его к 
расчету цепи ио квазилинейным комплексным уравнениям баланса 
напряжений отдельных гармоник. В данной статье метод квазилиней­
ных уравнений гармонических составляющих распространяется также 
и на цепи, содержащей нелинейные активные сопротивления. Как и в 
случае цепей со сталью здесь используется принцип гармонического 
баланса для предварительно определенных э. д. с. и падений напряже­
ний гармоник. При этом учитывается также влияние друг на друга 
стольких гармоник, сколько нужно для достижения требуемой точности
расчета.

Изложим метод на примере простой 
/?. /. и С. Пусть для общности R будет 
тнвлениямн: линейным /?, и нелинейным 
которая периодическая функция времени, 
функция г|/(01-

Пусть уравнение цепи

последовательной цепи из 
представлен двумя сопро- 
г(У). Так как ток есть не- 
то г(1) также некоторая
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+ £msin<< (1)
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где /:,> постоянная составляющая приложенного напряжения'. Диф­
ференцируя (1). получим

/.֊֊ + -_г|,(0 jrfiEL ,,■(/)(/f 1^)1 _fEL _ (2)
(it1 at (it at. C

.i r ։ ^'<0 }^dr\l(t)\ - ֊ дЧлены r| i(t) |------- и Kt}—։---- — приобретают определенный фи-
dt (it

знческий смысл в предположении, что периодический ток /(/) может 
быть разложен на гармонические составляющие. Их сумма, очевид­
но. представляет собой скорость изменения падения напряжения на 
нелинейном сопротивлении гр'(/)] Первый член можно сопоставить 
со скоростью изменения падения напряжения на нелинейном соиро- 

,.,.ч .<//(/) da.,,тнвлении Gm. |ц/)|------- — ------- . с)то слагаемое можно принять за
dt dt

падение напряжения на некотором расчетном нелинейном сопротивле­
нии с ГширХ/)! =г[г(О|. Второе слагаемое с обратным знаком может 
рассматриваться как скорость изменения некоторой параметрической 
э. д. с. высших гармоник и поправок к з. д. с. гармоник. Источником 
з. д. с. высших гармоник здесь является нелинейное сопротивление, 
а причиной возникновения этих э. д. с. изменение величины пара­
метра нелинейного сопротивления под действием приложенного на­
пряжения и тока через это сопротивление.

Такое разделение скорости изменения падения напряжения на 
нелинейном сопротивлении как и в [2] непроизвольное. Э. л. •.՝. обычно 
необходимо рассматривать как причину тока, а падение напряжения 
как его следствие. При этом из приравнивания нулю выражения, при­
нятого за э. д. с., должно следовать равенство нулю токов, продолжи­
тельно ею вызываемых. Действительно, из приравнивания нулю пред­
полагаемого выражения ыя -> д с. высших гармоник и. следовательно, 
ее изменений, т. е. из

,.(0 0>
(it

следует, что г[/(/)| const, т. е. в конечном счете равенство нулю 
токов высших гармоник. Приравнивание же нулю падения напряже­
ния на ненулевом сопротивлении при ненулевых токах должно при­
вести и приводит в нашем случае к противоречию и нарушению ра­
венства (1).

Отметим, что поправкой к д с. гармоник мы называем некото­
рую расчетную часть э. д. с. данной гармоники, идущую на образование 
токов высших гармоник [2].

' Бо введено для общности. В случае пренебрежения токами утечки конденсато­
ра, очевидно, Eq может быть опущено.
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Полагаем, что характеристики нелинейных активных сопротивле­

ний могут быть выражены аналитически | 1J. а именно, согласно аппрок­
симационной теореме Вейсршiрасса [3]. степенных։ полиномом некото­
рого порядка. При выводе расчетных формул в дальнейшем мы не огра < 
ничиваем порядок полинома. Более того, мы можем нелинейную зави­
симость выразить рядом Маклорена. Однако, из-за необходимого огра­
ничения вычислительных операций, на практике приходится ограничи­
ваться некоторым порядком степенного полинома п. Очевидно, порядок 
полинома п будет зависеть от типа нелинейной характеристики и тре­
буемой точности аппроксимации.

В большинстве елхчаев можно ограничиваться значениями «-^6 
HI-

Пусть напряжение на нелинейном сопротивлении

р-0 
или

= V,,рИ'. (4)1

1 /.'“О
У равнение (1) с учетом вышеизложенного можно зависать в виде

L11 г~е"+ т ՝ ^df = Е<>£“slliw՝ I
где ur=\r(i)dl падение напряжения на расчетном нелинейном con- I 
ротивлении: en= - \idr(i)—э. д. с. высших гармоник и поправки к э. I 
л. с. гармоник. С учетом выражения (4) получаем, что

«г- f r(i)di У —!—«„</' ‘ С, - У a il'-' ; С։=г'(|) • Г— С,- (6) I
J "оР-Н /. U

а параметрическая •». д. с.
«„ = -(’ iclr(i)֊ У -Z- а^ЧС* = ֊b'Z '-rC։^-r"(i)-i+Cr I

J л-о P ■ 1 p о

Так как //,,(/) ur—eu, то из выражений (3). (6) и (7) получаем 
CrC: - 0. (8) I

Постоянная интегрирования G может быть определена из выра­
жения (7) для случая, когда принимается, что нелинейное сопротнв- I 
ление r(i) -ro=const. Тогда параметрическая э. д. с. еи.о, обусловлен- I 
пая нелинейностью r(i). равна нулю. При этом постоянные состав- I 
ляющие будут: от г (т)

а от сопротивления г"(т). согласно выражению (7).
^=0- (9)|
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Соответственно параметрическая э. д. с. при r(/)=const 

^г;-Л|С։=0./4-Ь>0.

Из выражений (8) и (10) следует, что

С։=С,-0. (11)
То։да выражение расчетного падения напряжения на нелинейном со­
противлении будет

чг — v —• v и if • (12)
;>~П [' I 1 р U

о выражение параметрического э д. с. соответственно

•/. (13)

Разлагая периодический ток на гармонические. заменяя сииусои- 
дальные токи эквивалентными косинусоидальными и учитывая, что 
Произведения гармоник даюг новые гармоники е частотами, равными 
сумме и разности частот гармоник, входящих в произведение, выделим 
из получаемого множества гармоник падений напряжения к-ую гармо­
нику. Тогда

«я»г.* Sin 4 ьк) - ajmk cos (k*>t 4- )4-

где Лр=|(л։, л'2..............х£, . . .д-р) л\ = .0, I. -2. . . .; V д-_

1Г-։
(р=0, 1, 2............п)

Поскольку синусоидальные токи нами заменены косинусоидальными, 
то

?։|. (15)

где ?.п—фаза синусоидального тока. Постоянную составляющую мы 
рассматриваем как нулевую гармонику и распространяем на нес все 
операции расчета; отсюда и -.0. Величина индекса д,. как н в |2|, 
есть номер гармоники, знак индекса —знак суммирования угла ։армо 
ПИКИ, поэтому ложно иметь место

<|С»)

Разлагая ток /(/) на гармонические составляющие, из выражения 
(4) можем выделить 4-ую гармонику нелинейного сопротивления. Тог-
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Он,л^1п(/гк7 ; •>/.) а^1П *со8 (/л՛»/ , 7Х.)

: П2 V X -^-/,в.։ /,«. л4СО$(Л‘”Н-?д.,-1 ?!,) • • • -г
" <-жА, Тел; 2

(] \Р I ,
у) Лл,.։,Л«,л։. . . />М -■ ТЛ|Т

** '
• • • 4՜?!- )-1 • • • (17)՝/’

Здесь

Л>=1(л-„ л?, . • . л>)М7 = ±0. 1. ±2, . . . =*(.

Ограничение |а*/ | А налагается из-за причинно-последовательной 
связи в образовании высших гармоник тока и гармоник изменения 
нелинейного сопротивления. согласно которой, гармоники изменения 
параметра нелинейных элементов электрических цепей не могут быть 
образованы гармониками тока более высокого порядка, чем гармоника 
изменения параметра нелинейного элемента [3]. Исходя из того же 
принципа причинно-последовательной связи, г. е. последовательности 
<э. д. с. ток падение напряжения», можно утверждать, что высшие 
гармоники э. д. с. также могу г быть образованы только гармониками 
тока и изменениями сопротивления более низкого порядка, чем гармо­
ники э. д.с. Поэтом) из выражения (13) для к-он гармоники э. д.с. 
получим

| к 1 р
#и.Л^= I ։п,к— ч 81II (/£<')/ 3^. —), (18)

2 Г« Р I
Поправка к ■». д. е. л'-ой гармоники, являющаяся функцией всех гар­
моник тока, будет

1 ” р
2 Го />֊Н

—!т,к ЧгтЛ 51п(Л«/ 4- «Л 1Г- ?г/)|. (19)

В соответствии с выражениями (9) и (13) г0 исключается из (18) 
и (19). При этом для собственно э. д. с. высших гармоник еп,к долж­
но быть а для поправок к э. д. с. гармоник ^е„.ц к. может при­
нимать значения А՛ -0. 1, 2........... Появляющуюся в цепях с несим­
метричными нелинейными активными сопротивлениями постоянную 
составляющую э. д. с. при /:1։ = О, обуславливающую протекание пос­
тоянных токов в цепи, следует считать поправкой к э. д. с гармоник 
как ио соображениям причинно-последовательной связи в образова­
нии гармоник, так н в соответствии с расчетной формулой (19). При 

указанная постоянная составляющая, естественно, будет рас­
сматриваться как поправка к £‘о.

Приведенное расчетное сопротивление по Л’-ой гармонике может 
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быгь определено как отношение соответствующих гармоник напряже­
ния и тока 111

г к = ~ = — - ֊-1—֊. (20)
»пгД ‘к 'ср,4

.'‘■равнение баланса напряжении по /г-ой гармонике в рассматри­
ваемой цепи в комплексной форме запишется в виде

4 (Ш)4=^ *4- (21)

Для постоянной составляющей, очевидно, индуктивное сопротив­
ление /V/. —0. а емкость при необходимости может быть представле­
на сопротивлением утечки.

Гармоника тока рассчитывается итерациями с разделением па 
два этапа: 1) на приближенную итерацию без учета гармоник тока 
выше А’-ой, следовательно, без учета Аеи,к 2) на точную итерацию- - 
с учетом также и гармоник выше Л-он, следовательно с учетом и

При этом в уравнении (21) при приближенных итерациях не 

учитываются член А/Д. и гармоники выше Л-ой при определении Л/гЛ. 
т. е. в этом случае множество .V ограничивается значениями |л\

Для сложной цепи уравнения контурных токов /г-ой гармоники 
в матричной форме имеют вид [2|:

I •£/».?.*! [4ь*1 == [Ам*г^ £/»;*!• (2$)
Здесь и входят приведенные сопротивления по /г-ой гармо­

нике, активные и реактивные сопротивления контуров. Следует учесть, 
что смежные нелинейные сопротивления являются функциями суммы 
токов, протекающих через эти сопротивления.

Точность каждой рассчитываемой гармоники будет зависеть от 
точности аппроксимации нелинейных характеристик г(/) аналитическим 
выражением—степенным полиномом —и от числа учитываемых гармо­
ник //Р которое следует брать несколько больше числа рассчитывае­
мых гармоник //2. При достижении необходимой точности общего ре­
шения с учетом резонансных условии на какой-либо гармонике, ког­
да величиной последующих гармоник можно пренебречь, вычисления 
прекращаются. При этом следует различать точность общего решения 
от точности расчета отдельных гармоник и точности итераций, т. с. 
совпадения и

Алгоритм расчета цепей, содержащих нелинейные активные или 
индуктивные сопротивления и емкости определенной величины, т. е. 
цепей, в которых возможен резонанс на какой-либо высшей гармонике, 
несколько будет отличаться от алгоритма расчета цепей, не содержа­
щих емкостей. Это отличие заключается в необходимости приближен 
ного и уточненного определения резонансной частоты и величины тока 
резонансной гармоники. Соответственно, отличается и блок-схема 
расчета такой цепи на ЭЦВМ (рис. 1). Как и в [2]. метод квазилиней­
ных комплексных уравнений гармонических составляющих позволяет
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формализовать расчет сложной электрической цена, содержащей нели­
нейные активные сопротивления, г. е. позволяет исключить операции по 
составлению и упорядочению нелинейных дифференциальных уравне­
ний баланса напряжений и токов, применить к этим цепям методы 

линейной электротехники и исполь­
зовать программы расчета линейных 
пеней [4] в качестве подпрограмм 
для ЭЦВМ.

Метод квазилинейных уравнений 
и в случае цепей, состоящих только 
из активных линейных и нелинейных 
сопротивлений, позволяет избежать 
излишних операций, так как эти це­
ли хотя и описываются алгебраиче­
скими уравнениями, ио они нели­
нейны. и здесь непосредственно 
нельзя применить методы линейной 
электротехники. При наличии резо­
нанса на какой-либо гармонике воз­
можно г- некоторой степени увеличе­
ние числа вычислительных опера­
ций. так как для достижения требуе­
мой точности общего решения мо­
жет быть потребуется рассчитать 
большее число гармоник. Очевидно, 
количество вычислительных опера­
ций связано с точностью расчета, од­
нако анализ такой связи представ­
ляет собой отдельный сложный воп­
рос и выходит за рамки рассматри­
ваемой здесь задачи.

Метод апробирован на примере простой цепи из линейного /?• 
и нелинейного сопротивлений. Результаты сравнения с клас­
сическим методом гармонического баланса и известным графическим 
методом аналогичны приведенным в |5|.

Ип>чиС/> Хру J^.i՛------ " ' ~ 1 ------j Задание lq,f. ( К - i )] rI ды*ислениe Zmpy,K

< X(K*2)I QbfyucjieHut Ер,* liitp,* j 
бычисл [Z^,»][/^]=[  ̂

(Срибнечие натцн

|сt^u-л pf3 -- 11
I y-

| бычие л£р,л. |

| л f zo 7, лj। ь. Лj [ fp,. *д

I
Сета not

Рис

1} ы в о д ы
1. Предлагаемый метод представляет собой развитие принципа 

гармонического баланса для расчета сложной цени с нелинейными 
активными сопро։пилениями по квазилинейным рекуррентным урав­
нениям гармонических составляющих.

2 Метод позволяет формализовать расчет сложных цепей и избе­
жать излишних вычислений, возможных при применении метода гармо­
нического баланса.

3. Метод дает возможность получать решения с любом заданной 
точностью. не ограничиваясь пи степенью аппроксимирующего поли­
нома. ни точностью и числом рассчитываемых гармоник.
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4. Расчет цели общего случая с нелинейными активными сопротив­

лениями СВОД1ГТСЯ к решению квазилинейных комплексных уравнений 
контурных токов или узловых напряжений.АрмНИИЭ Поступило 18 VI 1973

I.֊. I.. Ճ11«ԱԱ1.ՆԻ11?.11,Ն
2ԱՐ1րՈՆ1»Կ ՐԱՎԱ^ՐԻՋՆԻՐԻ ՋՆՎՈՎ ԿԿՎԾ ԳԾԱՅԻՆ ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ՄԵԹՈԴ՝ Ո2-ԴԾԱՅԻՆ ԱԿՏԻՎ ԴԻՄԱԴՒՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐ ՊԱՐՈՒՆԱԿՈՂՇՂԹԱՆԵՐԻ ՀԱՇՎԱՐԿԻ ՀԱՄԱՐԱ ւ1 փ ո փ и ւ ւ1՜

Առաջարկվում է Հաշվարկի մեթոդ, որն իրենից ներկա յացն ո։մ Լ Հարմո­
նիկ բալանսի սկդրւսնքի զարգացումը ոլ-դծային ակտիվ զիմս։ դրս։թ յո։նն եր 
սրսրոէնակող քարդ էլեկտրական շղթաների հաշվարկ կատարեր// համար 
ըստ առանձին հարմոնիկաների (արման ր/պանսի ձևով գծային կոմպլեքսա­
յին '/ավասարումներով։ Ս եթոդր թույք է տալիս ֆորմալիղացնել և պարզեցնել 

• ավասար/ւ/մների կաղմելր և և հարմոնիկ բաղադրիչների լո/ծման
'.ամար օգտագործել գծային էլեկտրատեխնիկայի մեթոդները. օրինակ' կոն֊ 
տարային հոսան քների մեթոդը/ Ա եթ ողը թույլ է տալիս կատարեք Հաշվարկ 
նաև որևէ մի հարմոնիկս/յի վրա //եղէ/նանսի դեպքում։ Нչ֊ գծային ակտիվ գի֊ 
մադրւ/ւթ/ունների բնութագրերը մււաս/րկվում են ցանկացած կարղի աստիճան 
ունեցող բազմանգամով: Մեթոդը Հաշվի է ասնսւմ հոսանքի հ/ււրմ ոնիկաների 
/իոի/ագդեց/սթ յսւնր մեկը մյուսի վրա։ Հնարավոր ( թվային հաշվիչ մեքենա­
յի անմիջական Ոդտադործամր հաշվարկի Համար։

Л И Т Е Р А Т У Р АI Сессоноз Л. Д., Нелинейные электрические пени. Пзл. «Высшая школа», 1964.2 Оганесян Э. Л. Метод квазилинейных уравнений гармонических составляющих при расчете ценен со сталью. «Известия АП Лрм. ССР (серия Т. 11 ւ». г. XXV, № I. 1972.3 1лмезер II. П Лекции по теории аппроксимаций Изд. «Наука», 1965.4 . Лт)йМ1| Г. Т Многополюсник. II1Լ \Н Лрм ССР, 1965.5 . 1табеков Г. И., Тимофеев 1 Г>.. Хихракоа (' С. Теоретические оспоги.! электро гс.хпикп, ч. 2. Изд «Энергия». 1970.
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