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ДВИЖЕНИЯ и \ ЗАДАННОМ ИНТЕРВАЛЕ ВРЕМЕНИ

1. Рассматривается задача об у» ойчивости движения на зад») 
ним интервале времени и следующей постановке 11|.

Определение. Если уравнения возмущенного движения та- 
ковы, что при достаточно малом '՛ •) любое решение л*(0 уравнении, 
начально.՝ значении .г|։ ха । которого у ижлйтворяет условию

(1.1)

на заданном (конечном) интервале удовлетворяет условию

(С(/)л-(/). 0<7)л(/)) Г. (1.2)

где (7(7) заданная ограниченная матрица, то певозмущенное движе­
ние но отношению к области (1.2) устойчиво па интервале |/а, Т)\ в 
противном сл у ч ае—и еу стой ч ино.

Здесь, как и в определении устойчивости на конечном интерва­
ле времени, предложенном Г. В. Каменковым |4|. ограничение облас­
ти предельных отклонений вводится посредством достаточно малого 
(наперед не заданного) положительного числа. Что касается области 
предельных отклонений, го здесь она име. ՛։ форму эллипсоида г пе­
ре менными параметрами

Певозмущенное движение будем называть равномерно устойчи­
вым на интервале |/п.Г). если оно устойчиво в смысле приведенной»: 
определения на любом интервале |/«. /՝). где (¥՛ |Л0։ 7).

2. Пусть задача об устойчивости движения системы приведена к 
исследованию на заданном интервале времени |(0, 7՛) решений урав­
нений возмущенного движения, представленных в некторно-матричной 
записи в виде

V 77(/)л- Л(/. л՞).
сП

(2.1)

где 7 V) —квадратная матрица порядка п, а -V и //((. л) —столбцовые 
матрицы.
Будем предполагать, что элементы матрицы й(/, х) нелинейные функ­
ции возмущений д-А (л 1..............//) таковы, что равномерно по < в
пределах заданного интервала |/(,. /',)
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Лт (2.2)
л и* II А* II

Говоря о возмущенных движениях, близких к невозмущепному, бу­
дем ччолразумеватч. движения, при которых начальные возмущения 
достаточно малы.
Зададим область предельных отклонении в виде

1/(/, .у) _(А*՜ ։(/).у, К֊»(/)л1 (2.3)

где матрица /<(/) невырождени и эрмитова норма ее столбцов А՜, (з 
— I, . //) совпал чет с заданной положительной функцией *>(/).

ПА': II -'•«) =-1........... ".
Соответствующим выбором матрицы /<(7) можно получить области 
предельных отклонений весьма разнообразной формы. Задание мат­
рицы А'(/) будем связывать с каноническим преобразованием линей­
ной части уравнений возмущенного движения при переходе к новым 
переменным у, а именно:

*=А’(/)У (у-у(О). (2.4)

Здесь в качестве /\\() примем невырожденное решение уравнения

(2.5)

где \(О=б1а£?(/|(/)........... '„(/)), а Р(/) некоторая квадратная матри­
ца порядка //.
Замена переменных (2.4) приводит уравнение (2.1) к виду

~=-՝(/)у-Л- '(1)Р(1)у +К֊'(()/Ч1. Ку). (2.6)
(?£.

В |1| доказано, «что класс преобразований (2.4) включает в себе пре­
образование, которое приводит к уравнению (2.6) при /-*(/)=0. Из 
(2.5) следует, что при выборе в качестве А'(/) матрицы, приводящей 
С(/) к диагональному виду, преобразование (2.4) приводит к уравне­

нию (2.6) при /*(/) . При этом элементами матрицы \(О будет
сП

собственные значения матрицы (ДО. а столбцы А’, («-1.............. //)
соответству чощи м и собстве ины м и ве ктора м и.
У читывая (2 4), равенство (2.3) можно переписать в виде

Щ *)=(У» У> = ||У11=- (^-7)
Отсюда

--л)- = 2 о у й 1111-5—. (2.8)
7/

Пл (2.6) находим



/г{1, Л'у)А'
где

С(7) ' 1/С ։.(/)Р(/) Р*(Г)К* «(/).

(2.9)

;» у։ (б— I............«) —элементы столбцевой матрицы у.
В соответствии с (2.8) пронзившая от но южигельно рир<- селенной 
функции (2.7) по /, вычисления в силу ур.игленнй (2.9), равна

г/1'7/ г! л I
----- - 2 V к>е/.. (/).|у ;՛֊ у*С(/)у - — (у*К ЧПЩ. Ку)

а( “1 ' 2 ‘

I Л (\ Ау)А '(Оу) •

Это равенство может быть переписано в виде

— — у*Л(/)у —(V /V ։(ПЛ</.Л’\Ч • /г::(7,/<уХ ’(/)у),(2.10)
2 ат 2

где для «А9(0 и Глз(М. являющихся соответственно элементами эрми­
товых матриц .4(7) и С՝(/), выполняется равенство

«„(;) пр" х *• сап)
I <•*?/) 1\'с/ (/) при х

Учитывая (2.2), покажем, что при достаточно малых || у [| величина 
матрицы //(/. Ат) в (2,10) не влияет на шанеопределенность функций
71 П. .VI '
——----- , за исключением случая, когда на интервале |/0. /) эрми­

това форма у 1(/)у тождественно равна пулю.
Действительно» так как

!л’Ц^}А'(/)| 1у 0 при У—0 
имеем ''V './7՛-՝^-............................ *|

Полагая О’(/) А ’(/), обозначив через /։<7)........... >„(/) характеристи­
ческие числа эрмитовой формы у:;:Л(/|у в (2.10), сформулируем усло­
вия устойчивости и неустойчивости нс воз му щепного движения на за­
данном интервале времени |/0» 7'1 ио отношению к области предель­
ных отклонений

(/< Д/)л-, /<֊’(7)х)^А (2.13)

Теорема 1. Л.։я того, чтобы неволмущенное сдвижение, 
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представленное тривиальным решением уравнения (2.1), было рав­
но иерно устойчивым на интервале |/0*7) по отношению к облас­
ти (2.13) при произвольных х), удовлетворяющих условию (2.2), 
необходимо, чтобы для всех /,н|т(„ 7') выполнялось условие

гоах[<•«(/*НЯек։ (/(:)|<0, з=1............п. (2.14)
9

Докажем от противного. Будем предполагать, что не воз му щей пос 
движение равномерно устойчиво на интервале |7П. 7') при любой мат­
рице й(/, х), удовлетворяющей условию (2.2). н при этом существует 
такое /*(; |/0, Г), при котором не выполняется условие (2.14). В силу 
известной формулы, которой выражается оценка сверху любого из 
диагональных элементов матрицы пр щзвольиой эрмитовой формы, 
имеем

тахъ (/«):.• тах|г„(/ ) | R*?/. (/ )|. - I, . . ., п. (2.15) 
г а

Это условие указывает, что среди >։(0..............>„(/) имеется при / /*
по крайней мерс одно положительное или пулевое. Пусть, например, 
^(/.)>0. В силу предположения равномерной устойчивости, певозму- 
щеиное движение будет устойчиво ня интервале |/ . 7 ). Введем 
обозначение

г=/Г(/)у. .(:֊:(/)) (2.16)

где /?(/) унитарная матриц.։, приводящая матрицу Л(/> к диагональ 
ному виду, а г—столбцовая матрица порядка п.

Рассмотрим частное решение лД/)-Ад/Ц'ДЛ =/<</>^1/)-'(/< где 
I [Л. Г), определяемое начальными условиями: гр/*) — р, г, (/ ,) -О 
(а :). Тогда эрмитова форма у*.4(/)у при 1—1 имеет вил

у \{1^у >р/ )/,

т. е. принимает только положительные значения. Из (2.10) и 1.2.12) 
видно, что при достаточно малых у в точке /—7. , а по непрерыв­
ности в пределах некоторого конечного промежутка

|/ , / -А/) |//). ֊ — _ О, что приводит к выполнению не-

равенств։։
Р’(/. л°(/)> !'</*. л"</<)). /(; |/.1։, 7՝). (2.17)

Это означает, что условие устойчивости невозмущенвого движения 
по отношению к области (2.13) иа интервале |/.. 7’) и, следовательно, 
условия равномерной устойчивости на интервале |/,„ Г) не выполня­
ются. При наличии хотя бы одного пулевого характеристического 
числа в момент (—1.,., поведение интегральных кривых на некотором 
интервале |/. . / ։ А/| определится знаком функции у՜ Л՜ '(п/р/. Луч • 
- Л'(/Лу)А'-; ։(/)у в уравнении (.2.10), поскольку эрмитова форма 
у .-1(/)у в момент / —/ бу 1е1 рани;; нуль.. Тогда, и зависимое.:н от
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свойств нелинейных членов при / Л;։. а по непрерывности и в пре­
делах некоторой окрестности точки Л. может выполняться условие 
(2 17). Теорема доказана.

Следствие. Если для элементов матрицы эрмитовой формы 
у'А(1)у к (2.10) на интервале |/(|. Г) выполняется условие

ш1п||«,,(/) | 1«м(0||>0. ’ I,..., //, (2.18)
к л I

то условие (2.14) теоремы 1 необходимо и достаточно для того, что­
бы невозмущенное движение было равномерно устойчивым по отно­
шению к области (2.13) на интервале |/։>. 73.
Доказательство очевидно, поскольку в силу условия (2.18) матрица 
эрмитовой формы у*Д(/)у является матрицей типа Лдамара. Следо­
вательно. выполнение условия (2.14) для всех /'£|/0, 7') достаточно 
для того, чтобы эрмитова форма была отрицательно определенной на 
интервале |/0, 7).

Замечание. Для приложений к решению прикладных задач и 
качестве необходимого условия равномерной устойчивости па задан­
ном интервале |/0. 7) можно предложить следующее:

яир|п1ах(с1,(7) Т К‘е>.3 (/)] <0, (2.19)

где з 1, . . ., п; поскольку выполнение (2.11) влечет за
собой выполнение условия (2.19).

Теорема 2. Для того. чтобы неволя ущенное движение (три­
виальное решение уравнения (2.1)) было равномерно устойчивым на 
интервале [/„. 7՜) но отношению к ладанной на ином интервале 
области (2.13), необходимо и достаточно, чтобы для всех/* |/0, 7'1 
выполнялось условие

тах>։ </)^7/<0. «=!............и. (2.20)

Необходимость выполнения условия (2.20) вытекает из (2.14). (2.15) 
и рассуждений, приведенных в ходе д жазятельегва теоремы 1. До­
кажем достаточность. Интегрируя (2 9) вдоль решения уравнении 
возмущенного движения на интервале |/й1. /'). получим

I

1у(/)|1Му(М<-хр
у .4(/)у ֊֊ ֊ (у /< ’(/)//(/. Ау) I 

ЭД

ь //*(/, А'у)/< ‘(/)у) б/.

Возведя обе части равенства в квадра։ и учитывая (2.7). можно за­
писать
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т
rt/..r</))=r(/^(/ J)cxp2fp,:/1(Z^ I —(У^Л՜ Лу)

JI '.у? Эд4

4֊ А 7/. /<>՛; (U

(2.21) 
Как известно

шах ■<>(/). з==1........... п. (2.22)
Ыг

Из (2.12). (2.21) и (2.22) нетрудно вндег... что при дос гл точно малых 
у выполняется неравенство

г
VK, .г(/)) .v(f„))exp2 1 max -

Г

Отсюда следует, что при выполнении условия (2.20) имеет место

17/, А*(0) =V’(/:v, ■<(/=,i). (2.23)
Teopt ма доказан;։.

Следствие. В качестве достаточного условия устойчивости 
иевозму щепного движения в смысле приведенного выше определения 
можно предложить следующее:

sup [ max >, (7)| <0. (2 21)
' 3

где /<|«5/сГ. з—|........... /г. так как условие (2.20) подтверждает дос­
таточность выполнения (2.21) для устойчивости триниальпоп» решения 
уравнения (2.1)

Теорема 3. Если в какой-либо чомент t £ |ru. 7՜) выпол­
няется условие 

г
J max ъ (/)f//>0, - I............п, (2.25)

то невозмущенное движение (тривиальное решение уравнения (2.1)) 
не м>ж՝ет быть равномерно устойчивым н: интервале |/0, 7՜։ по 
отношению к заданной на этом интервале области (2.13).

Доказательство. Пусть и.'возмущенное движение на пптер- 
налс |/„. 7.1 равномерно устойчиво по огиош-нию к области (2.13) и 
при /-^..выполняется условие (2.25). Тогда, в силу предположения 
равномерной устойчивости, невозмущенное ишженне будет устойчиво 
на интервале |fa, /’i.
Учитывая (2.4) п (2.1(>), рассмотрим частное решение .v"(/) 7<(/)у°(0 = 
- А'(/)^(/)г°(/), при / )/$, 7՜) определяемое начальными условиями: 
‘.J/t)~<*. 2':(/:i) = n, (х у) Не нарушая общности будем предюла- 
гать, что
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= ։пах </,), з=1, . . .. п.

Тогда Эрмитова форма у-.4(1 )у в точке / а по непрерывности и а 
пределах некоторого конечного промежутка |/. / ' Л/| р,. Т) при­
нимает только положительные значения. 
Из (2.21) имеем

•^и
Р(/. л»(/))= Г(/„. л»(' ))ехр2|’ У’Л(/)у , 

1уГ
-^--(УЛ՜ '(ОЛ('.Лу) !-
4>Т

л*(/, Ку)К ‘(Оу) <//-

Отсюда следует. чг» при до тлточлл малых ]•.», в ано ։ ннется условие 
(2.17). Теорема доказана.

3. В качеств? приложения рассмотрим устойчивость автомобиля 
с недостаточной поворачиваемостью на заданном интервале |/(„ Т). 
движущегося в горизонтальной плоскости с переменной скоростью по 
некоторой крив >й так. что определено изменение положения управ­
ляемых колес во времени н /(/», г£|/„. Г). Булем предполагать, что 
угол н остается достаточно малых։, а водитель поворачивает рулевое 
колесо в соответствии с заданной программой, не реагируя на возму­
щение, которым по ввергаются боковая скорость гу и угловая ско­
рость «. Предполагается также, что возмущения могут возникнуть и 
любой момент |/у. /”>. Запишем дифференциальные уравнения 
движения автомобиля, выведенные н работе |6|

</<•> а-^4 Ь՝Ьц . иЛ?ч— Ьк՝ц-— —--------------------- ш -г- ------------------ г,,------- -—,
(И /V /V /

</лч. / иЬл—Ькн \
~аГ\ ли, "лГ’ (3։Ч

где
<•՛ угловая скор »сп. автомобиля при вращении его вокруг вер­

тикальной оси. проходящей через центр инерции автом обиля, (раЦсек):
Гу—прозхци 1 гкорлсги центра инерции автомобиля на направ­

ление, пер |?ндикулярное продольной оси автомобиля (н/с/’л՛), (боко­
вая скорость);

V скорость автомобиля (вдоль продольной оси) (м/сек)-,
н угол поворота передних колес от нейтрального положения 

(//п>);
и расстояние от центра инерции автомобиля до передней осп (л/);
А—то же, до задней оси ( м):
/И-масса автомобиля (кгеек1 м);
/ момент инерции автомобиля отноентельно оси г (кгмеек')-,
А'л коэффициент сопротивления передней оси уводу (кГ/рид)՛, 

то же, задней осн (к/ ран).
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Обозначая возмущения скоростей <•> и г\. соответственно через Лю и 
Аг».,, запишем уравнения возмущенного движения автомобиля:

'!^֊ .^Л-. Аи| . (3
(II IV /г>

~di՜՜ \ Mt> / Alt՛

Так как скорость автомобиля переменна, система (3.2) представляет 
собой систему уравнений возмущенного движения с переменными 
ко •ффнпиентами вида:

/ЛЛ _\ / Л1 \ (3 3)
(1։ \х„) ' //е2(/) '' а\։/

где
а։/гА 4 Ь֊кц ... акл — Ыгк 

---------- : ««(0 =-------------- ;
1г /V

.И V Лгу

д^ —Аю; х. Дг\„

Тогда собственные шачения матрицы

(//Л_./Й1|Р) //12-^ \ 
\/лм(П //,..(/) /

можно представить в виде
Г . у1(/)= (3.4)

2

hi* 1(1) / (//։։(Г)-г //-(ПР 4֊ -l//lai7)//.,,(/).
Используя метод, приведенный в |3|, определим соответствующие 
собственные векторы матрицы 1(1)

К1П-1 K(n = i "1-(/) \
■ ' «а(о-«„(о л/) ՛ ■ I».,(/)-«„<п -/</) •

\ 2 \ —
Зададим функцию •՝’) в (2.3) посредством матрицы

»,*(о /(,) ' и,(,(0 -/(0^-

Внбраиння таким образом матрица Л(/) приводи։ матрицу / (7) к 
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диагональному виду. Как было указано выше, в этом случае для 
матрицы /\1) из (2.3) справедливо равенство

сп(/) ֊ ֊Ке

<7/

Тогда из (2.9) имеем

С(П —(Л՜ '(0^9 4֊<УЛ (/) К* ')■ (»-«)՛
2 у (И (И /

Подставив (3.5) в (3.6). ыя элементов матрицы эрмитовой формы 
у:;:С(Оу в (2-9) имеем

I <Ции(1)~ и..,(/))___«||(/)-«82(/>
/I/) (1Г /)/(/) ”(/'

__ 1 (///;п(/) I <7/(Г)
//„(/) Л " 7(7) г/7~ ’

/.'н1/)—/о.дТ) ) _1___£/ (И ։ 1(/) Я22(/))_
«м(/)/(/) (И 1(1) (II

1  duy.it) ՛ ।
нк(*) 1(1)

с //) = _Ике 1 1 #<»(*) | /1п1 1 Фп(О֊М/))
2 I /(/) ик(Г) (Ц 1(1) (1( 

г2Л) •’֊№

//„(/) -//^(/) <///,..(/) I | .
//։2(П7(О dt |Г

(?е _Е''М > ^ь.^1 ПГ 1 (Цн^)֊^
2 I /(/) (П и}2(() (Н ’ /(О ,//

«цЮ о diiy.il) I)
/Л,,(/)/(•') ' |г

11спо.1.зуя полученные выражения (3.4) и (3.7), на числовом примере
проиллюстрируем применение приведенных статье условий равно-
мершш устойчивости невозмутенного движения для случая, когда 
возмущенное движение описывается уравнениями (3.3),
Пусть автомобиль, имеющий параметры: Ь - /гм 4000 к[՝՝1р.ю\ а ֊

1,2 м\ Ь—\^ м\ М 20() кгеек՝ ։/; / 200 к г мсек1,—разгоняется в 
течение 5 еек от скорости г։0 10 м.сек до г՛ =14 и {сек. Тогда рас 
четы, ироне лепные на .ЭВМ, приводят к результатам, сведенным и 
табл. I.
Из таблицы следует, что для элементом эрмитовых матрид С(/) и .40) 
на рассматриваемом интервале времени выполняются соо гнете тении 
условия (2.14) и (2.18). Таким образом, используя следствие георемы 1,
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Габ.ища I

/, сел- 0 1 •> 3 4 5

ք»։(0 0.018-1 0.0930 -0.0122 0.0189 0,0255 0.0003
<՝и(0 О-О72-1 0.0963 0.0122 0.0189 0.0255 0.(1003

0.0369 0.0037 0.0810 0.0451 0.0383 0.0312
Խւ<ո(0 1п1С31(.' 0 0 0.1327 0,0671 0.0467 0-0358

Не/,КО —3.9860 •1.1412 4.8950 4.5806 ֊4.3030 -4.0571
1Խ.յ(/) -7.3750 ■ Հ7 1 —1.8950 —1,5806 4.3030 - 4.0571
МО ֊3.9676 •1,0482 -4.9072 -4.5617 - 4.2775 4.0568
МО -7,.3026 —6.2810 -4.9072 -4.5617 ֊ 4.2775 - 4.0568

мол-.ио утверждать, что тривиальное решение уравнения (3.3) из за 
данном интервале времени устойчиво.

Epy.ll нм К Маркса Поступила 12.1.19/3

I) . ք>. ԽԱՃԱՏՐ:11Ա

ՏՐՎԱԵ <արԱՆԱէւԱ1Ո՝ՋՈ8Ո1’1ր ՇԱՐԱՍ՚ԱՆ ՀԱՎԱՍԱՐԱՉԱՓ 
1|ԱՅՈ1«ՆՈ1«ԹՅԱՆ ՈՐՈՇ ՊԱ:>ԱԱՆՆ1;Ր1> ՍԱՍԻՆ

11. մ փ Ո փ ո ւ մ

Հու/վածամ բերվում Լ արված (վերջավոր) ժամանակամիջոցում շարժման 
կայունության սահմանամր [1] և տրվում են չէյ/ււ/ոված շարժման կայանա 
թյան I։ անկայունության պայմանները ա այր/ պայմանների ււտացման ւււ/ւ/ո 
րիթմր: Ա աա յ/ված արղյանրներր կիրարկվում են փոփոխական արադաթ յամ բ 
սսրւհիպ սւվտոմերենայի կայունության խնրյրամ' երբ ավուոդոէ/երն անեն 
կ ո ւ] մ 1ւ ա յին աււաձւ/ակ ա ն ո ւ թ յա ն:
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