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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ЖИДКОСТИ В ОКРЕСТНОСТИ 
ТОЧКИ СОЕДИНЕНИЯ ФРОНТОВ ВОЛН МЕТОДОМ ЛЕГРАСА

1. Рассматривается осесимметричная задача о движении полу
пространства сжимаемой идеальной жидкости под действием ударной 
волны или твердых тел. Исследуется окрестность точки соединения 
волновых фронтов методом Аш раса |1|.

Пусть на поверхности жидкости в некоторой точке О произве
ден взрыв. Ось Ох выбрана по нснозмущенной границе жидкости, ось 
Оу направлена вглубь жидкости (рис. 1). Ударная волна от взрыва 
распространяется по поверхности жидкости по закону;

(Е1)

начала движения; Г' скорость фронта А 
давления по границе жидкости: /< дав
ление в точке А; Р» профиль давле
ния за фронтом на поверхности. Карти
на возмущенного движения показана на 
рис. 1. Решение этой задачи в линейной 
постановке для давления Р при гранич
ном условии (1) и нулевых начальных 
условиях найдено в [2] и имеет вид

= <^}е где (1 .^СО5?0)3։ *
(1-2)

Соотношение (1.2I имеет место па 88 всюду, кроме окрестнос
ти точки В, где решение становится двумерным. В [3] и [4] показано, 
что в этой области решение будет короткой волной, зависящей от 
двух переменных, и найдены частные решения этих уравнений, кото
рые удовлетворяют условию непрерывности касательной составляющей 
скорости к ударной волне в точке- В, лишь в нулевом порядке. Так 
как именно н окрестности этой точки происходит наибольшее измене
ние решения, то необходимо применить другие методы, которые дают 
более точные результаты.
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%
11окажем, что используя метод Леграса, который приводит к 

численному интегрированию системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений, можно определить окрестность точки Д причем, условиям 
на ударной волне удовлетворить не только в точке 5, а всюду, и в 
точке В нс в нулевом порядке, а в первом.

Для плоской задачи этим же .методом с помещик» стыковки уда
лось найти решение в окрестности особой точки В в виде ряда но 
степеням я, которое удовлетворяет всем условиям задачи включитель
но до второго порядка [5].

Уравнение движения и неразрывности для осесимметричного 
движения в окрестности точки В можно записать в виде уравнения 
коротких волн [3]

(1.3)
<?|1 д'»
дУ дЪ

где введены обозначения:

Р АЛ&Г = М’’:

<•■ = «»':՝9 ».= ) -2֊5^֊»У: «а».

^=Л=(^֊У': % =«:.*•
£5п /

V, — а01К) р; гч = а0 | ” у*-

Условия на ударном фронте 
можно записать и виде

ВВ (рис. 1) в этих переменных

7 и | 25 — и — 0; 4-1 2г о,
о?

11.4)

где первое уравнение выражает условие непрерывности касательной 
составляющей скорости к фронту ударной волны, а второе скорость 
распространения у гарной полны ВВ՛.

Решение уравнений (1.2) и 11.4) ищем в Параметрическом виде:

!' аД') ?''1(7): 7 <Мг)
(1.5)

;» /(з) //‘(а); К=/п(я) , /?(Я),

где я и ! параметры, причем, /—0 уравнение ударной волны., 
Функции аДя), /3(я). £•.(?)••• безразмерные.
Первое уравнение (1.3) в переменных (1.5) запишется так:
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[в;э—/,т- 1(Г? I,/-н(/,-гц (а.-нда՜ Гт'֊

+1^Г’-т] Ь у [-б.;г-//-/(Л/--/.Г)]=о. (1.6)

Приравниваем н (1.6) слагаемые без /:

(а^—^гп )(«!—/) — а^Г—Гт') — -֊- Ь՝2 Г 4-/г/'=0, (1.7)

то же при В
(3/;1 37э)(и։ /)д֊/э(&/'-/7,։').-

4а1(?Г'--П')4-֊1 (Л/"-/Т)-0, (1.8)

то же при

։?/, 37эИ/з֊/’)+л(₽/՝ ֊/՝р')=о. (1.9)

Второе уравнение (1.31 дает:

а\Г+1я1' Ь$ Ллп'=О; (1.10)

/зГ' /./ -0. (И.ц)

Условия на ударной волне ВВ: запишутся в виде:

/'|֊1 2/-«: т' 0; (1.12)

6֊о։| 2/—а։ =0. (1.13)

Нетрудно показать, что в этих уравнениях Л(?) входит однород
но, так что можно положить /3Ы 1.

Для решения иышепоставленной задачи получили семь обыкно
венных дифференциальных уравнений для семи неизвестных функций 
(1.5).

Поскольку получена однородная система уравнений, примем 
а1:(я)=] Тогда получатся семь уравнений для шести неизвестных, 
поэтому уравнение (1.9) нои /" следует отбросит!., что возможно 
вследствие малости ( вблизи ударной волны. Граничными условиями 
для этих уравнений может служить решение этих же уравнений в точ
ке пересечения ударных волн АВ и ВВ и условия соединения этого 
решения е известным решением на АВ в точке В [3]:

։•, I Т| \ I Т| =7՜) 1 )•, (1.14)

где

л= | соя 5Й101 1,Л/.

Однако, для определения всех неизвестных функций в точке при
ходится дифференцировать каждое из этих уравнений по три раза,
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вследствие чего получаются двадцать восемь нелинейных алгебраичес
ких уравнений., решение которых представляет большие трудности. 
Поэтому здесь, в отличие от плоской задачи, примем 3(а)֊ 0 и /'(х)=1, 
причем, уравнения (1.9) и (1.11) выпадают, а для остальных неизвест
ных функций остаются следующие уравнения:

т(1—2«Д 7՜^?---- у-/2Г=0;
2

1 . (1-15)
т - — /, 0; --а. /' ( Лот =0;

/ I 2/ <ь. т 0; 6:; а.| 2/—а։ —0.

Если продифференцировать уравнении (1.15) один раз и перейти 
к точке, использовав соотношения (1.14), то получатся десять алгеб
раических уравнений для десяти неизвестных. Однако оказывается, 
что эти уравнения не имеют действительного решения, т. е. удовле
творить в точке всем условиям задачи включительно до второго поряд
ка по х невозможно, поэтому вместо последнею уравнения (1.15), 
выражающего условие сохранения касательной составляющей скорости 
во втором порядке, возьмем второе уравнение (1.15), проинтегрирован
ное в виде /? —- 2т С, причем, задаваясь С. найдем решении в точ
ке 5.--а. и подберем такое С, чтобы решение системы (1.15) вдали от 
начальной точки переходило в известное решение на ВВ} (1.2). В этом 
случае уравнения (1.15) для точки В приводятся к следующему урав
нению:

.г4- ։ Тх-(2хчо И । Гл-.) г 4

х՝ ----- ----------------- ) I |7х-х‘ 2х=-с-о, (116)
' 2) I л х+х‘ /

где
х Г-т(«3). (1.17)

При п 7, М— 2, С 1.3 корень этого уравнения есть х=0,8059. 
Вычисляя остальные неизвестные, решение в малой окрестности точки 
В можно представить и виде:

/л(я_> 0,6495 0,6818(й <։.) 0,3066(а — а,)2

/(а) =1,9436 1,0007(з хД 0,б825(х я։)2------
(1.18) 

6..(а)=2,5433 2,0589(х 3,б594(а ?.,)=

/2(«)= 0,0010-1,3635(а Я1)~0,6131(а «Д2 •••, 
где

з։ 0,7327.

Для определения решения вдали о։ точки В можно численно ин
тегрировать систему (1.15) с граничными условиям;! 11.18), причем, 
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второе уравнение, соответствующее первой степени !, отбрасывается, 
что возможно вследствие малости / вблизи ударной волны ВВ'.

Результаты расчетов для 1;400 и 1 1000 приведены на 
рис. 2.

В случае проникания твердых тел вращения, в частности конуса, 
в жидкость с постоянной сверхзвуковой скоростью И, область воз
мущенного движения ограничена линией АВОА В (рис. 3). Ось Ог 
выбрана по поверхности жидкости, ось Ог—ио оси конуса.

Так как задача осесимметрична, то можно использовать уравне
ния (1.6 1.13), причем, в последних двух уравнениях знаки перед ра
дикалом нужно поменять на обратные.

Для определения решения в точке пересечения ВС и ВВ' (рис. 3) 
разложим функции в ряд Тейлора по я я, и оставим члены до вто
рого порядка. Тогда получается двадцать одно нелинейное алгебраи
ческое уравнение и столько же неизвестных. Однако, эти уравнения 
трудно решаются, поэтому, как и в'предыдущей задаче, примем 
?(®)=0 и /~(")~ 1, после чего получим следующую систему уравнений 
в точке

—т —/п’(/’—2)—0,562 0.5/ /’ 0,5/../"=0; 

т'-0,5/< 0,5/../ -0; гп--0,5/. 0;

т '֊4- 0,5/., 0; 1 Г -!..т — 0;

Г х/.,ш ~1 т" - 0; /'—

/" т" т 2 0,5 0: Ь Г 0.5 0.

(1.19)

Здесь условие непрерывно 1И касательной составляв щ< й скорости к 
фронту ударно}! волны АВ выполняется । первом порядке но 1. лс, 
где «0—0 в силу р- а.1*1 1—7 1 |4|. Решая эти уравнения, получим 
решение в окрестности точки В в виде

/п(>՛) — 14- — .’ и ■ • • •
4 64
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3 57/(*) = !+-±а + ^+... 
4 ь4

6..(,) = —] (1.20)
4 64

Вдали от точки Я вдоль ударной волны АВ решение получится 
интегрированием системы (1.15) при граничных условиях (1.20). Ре
зультаты расчетов приведены на рис. 4.

2. Приведенным методом можно исследовать также окрестности 
точки соединения фронтов волк в задаче о движении полупростран
ства бесконечно проводящей сжимаемой жидкости в магнитном поле. 
Постановка и решение линейной задачи как в плоском, так и в осе
симметричном случае даны в [6]. Тем же автором в работе [7] для 
плоской задачи в окрестности точки В (рис. 1) получено нелинейное 
уравнение и показано, что оно совпадает с уравнением коротких ноли 
для однородной непроводящей жидкости. Следуя [7], получим в ок
рестности точки В нелинейное уравнение для осесимметричной задачи.

Уравнения магнитной газодинамики в этом случае имеют вид [8|:

ОН:
01 Оу У

дНу 
01

— (ихНу оу/Ут); 
Ох

дг)х 0 <"г .. уу ------
оу

+ — оР 1 /оН, ОН.'\Ну
О( Ох дх 4-^ \ Оу Ох ,

(2.1)
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dvy
4 Vx , 

Ox
OVy 1 UP 1 (oHt OH, )Няdt О у P Oy 4^ k Oy Ox ,

дР , . °Р , 0Р ■ . а / <^ . OVv , t'y\_n |О1Ч—г-----Нйл--------- Fj'v--------- » ?« ( - 4 - Ч------- о. (2.1)
(ft Ox (Jy \ Сх Ох у /

Пусть ^=9(а) дисперсионное уравнение плоских волн для ли
нейного варианта (2.1). Если, в уравнениях (2.1) перейти к перемен

ным х։ -з0х4 %// Л -р- где уравнение точечной волны СНР>СХ 

есть х1=0, и оставить в нелинейных частях слагаемые второго поряд
ка, заменив в них все производные через производные по х։, при на
чальном магнитном поле Н<х, направленном но оси х, можно полу
чить [6]:

Л,-Е;..гч = 2—— Р ~ Р;
у ы1

- h. ■ _ __ о *<&>
dxx

• Ц. 1 : p 1 p oP : (’2 2»
Pi> Ф211 i ni ab Ox J

— ;2 P -r ci֊ r—q /iv) =------
1 p OP ■

' Р 4 Ро а?,и, -1֊ Ро aj t»y - — 2а5 —Ц- Р -~—
?0 Qq Охх

1
—м 
У

где

- — • : ° ■ ° •
՝~ dt ՝ 4 “ Ох ~оу ' "

— Р.
’о’.1

н-, 
4“Ро1 <»l(s2+$):

Р—давление; г'։, —составляющие скорости: ?0 невозмущенные
плотность и скорость, отнесенные к //о(О); /?х, Лу—возмущенные зна
чения напряженности магнитного поля. Уравнение состояния взято я 

р
виде а— а0(«2 1)--------  а правые части в (2.2) получены использо-

Ро ао
наймем характеристических соотношений:

= -’° Р; «, = -&-/>• h,= —P: ‘ Р.
Ра PoJ1 Ра’* Ро F

Решая систему (2.2) относительно Р, можно получить:

До? \Р (1L
Ох-,

(2.3)

где At= а։а.5а}р0' 1 О о ^0
Г «1 ?0 Ч.а] -г- 

?о
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«,А ;-««?*= + «։1 --^оЬЕИ+
’о I У РоН

+ ֊—*

А. |^ а](=?+Ц)|(х’-Ггф а֊֊^, 

причем, введены обозначения:

п Зи . а1ао.3и 1 о 1
я, — 2 । ՛., ’ я* - „ —■ •« .> .. ՛ яг — 2>֊.. п

Роао5х 1~<Ч% Роа5

Если в выражениях А{| и Д, перейти к переменным [7]

хт = ул~ "Е Зг՜^ *з и

а в Д։ производные заменить через производные по х։, то можно по
лучить:

Для Л,, после вычислений можно получить приближенное выраже
ние [7]:

2’4 (Р 2*, г/1 _ 1ч о՝ ;ч <Р
р Х’ Ох] р (Ьс](Н р 6х]0у՝ /< Ох]

где
14 2—(а՜ • а?)(яз*+-3з); .V։ = “ аз) * -?"»//* :

а /'(я) определяется из уравнения для поверхности нормалей 

1 - (лз- Зр (| а?֊ а;,а* я2) =- 0.

Подставляя выражения Д() и А. н (2.3), получим:

д^Р _2|4__ х _ (^Р_ 2։ч _ &Р р-1 , <РР 5’4
С>Х| /< 1 Ох\(Н Р" Ох]Оу- {4

_ А о1 / р дР \ , ^1__(^Р
Рой-Г’ 0х^ ( дхх / '

где

1-4<$+ ■5П-

Используя равенство

д3 / оР \ <РР у ՝Р
(/х \ 1 ()х. / ֊ ' ^х՝1 ‘ Л’ дх’



Определение |ыримегр<ж жидкости 27

, (7©
и вводя функцию 9=Рс а —֊ • (2.4) можно записать в виде

(/л֊։

д-'? д-> / Д։ до \ дъ 1 о-ъ
д/дх։ \ 2ц охх / дл։ 2 #у\

Вводя переменные*

*| . !Ь = у А1 ф
А ' I А ’ ’ 2)1

’2/՜ I 2?

(2.7) можно записать в виде

, д-Ф , </■’<!> / дФ ч \ дФ I дгФ л л
I -— (■ — (----------- <• ) - --------- ֊1--------------- ֊ О, (2.5)

(Ьсн (IV \ О'. / О', 2 о У-

что совпадает с уравнением коротких волн для однородной непрово
дящей жидкости в осесимметричной задаче. Тогда решение, подучен
ное для этого случая в | I], а также решение н. 1 верны и для этой 
задачи.

Ереванский политехнический иш гигу, 
им. К. Маркса
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2(ISiril.1, MbSb irns l,b‘M‘llUI« 1ГЬИ-(1‘МЬ1,
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ti th l[ rj ft tttit h [i ft tn in, (чч(, aptubq ( [՝՝!> ii[Hi)in i) I; l[litnft ■'bnunl/i (tit t fl jatb p .ut[t- 
t^nr^iuj[ih fiuli <u՝lil[(тЪui til'll 'tl։ttini[npnif1 [inbpi (niAniifp pt.p
l[nt֊tf f. n n i[n p tit l[4i'li i[pllil.[iL'hi[liuij ՝ uiiltn mu [in i il'i, h pli n ft и m I. if ft, upnbp [111Л- 
ifltuf Lb ff։[::i ilil/ ti цтЪ in l[ и i/i ^imnifui'h ([built '/'"Z1," У/п՝ uiijut jpnitf [H i<) nt if p tup֊ 
mui'iiujiiiifniif I; ^iu/tpi./ift utLupnt/, upp punluipiu[itn,tf ( /ubq/tl, u[ujрйti/ЪЪhp/i'll 
blipuinjiii/ tilibib bpqpupij /{tiipqnui pmn </.֊[i;
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