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ГИДРАВЛИКА

Р. М. БАРСЕГЯН

ФИЛЬТРАЦИЯ ЖИДКОСТИ В СЛОИСТЫХ ПЛАСТАХ С 
ПЕРЕМЕННЫМИ МОЩНОСТЯМИ И КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

ФИЛЬТРАЦИИ СЛАВОПРОНИЦАЕМЫХ ПРОСЛОЕК

В задачах о фильтрации жидкости н гидравлически связанных во
доносных горизонтах мощности слабопроницаемых прослоек, разделя
ющих водоносные горизонты, обычно осредняются по высоте, вслед
ствие чего движение жидкости рассматривается в горизонтально залс- 
гаемых горизонтах.

11редставляет интерес произвести оценку практической допусти
мости осреднения мощностей слабопроницаемых прослоек. В статье 
производится такая оценка путем сравнения решений для двух типо
вых задач, относящихся к модели Мятиепа-Гиринского. Сопоставляют
ся решения задач, найденные без осреднения мощности слабопроница
емой прослойки (точные решения), с решениями с осреднением мощ
ности слабоироницасмоя прослойки (приближенные решения).

Рис. 1.

Сущность первой задачи заключается в следующем. Требуется 
найти решение для случая одномерной напорной установившейся филь
трации однородной несжимаемой жидкости, (по закону Дарси) г трех
слойном кеде формируемом массиве при условии, что верхний к ниж
ний слои силыюпроницаемы и разобщены средним слабопроницаемым 
слоем (рис. 1, а, /) и «). В верхнем еильнопроницаемом слое напор 
Ло - const. Нижняя и верхняя границы массива являются кровлями 
водоупора.

Г. Точные решения задач, а) Пусть мощность слабопроницаемой 
прослойки изменяется по линейному закону (рис. 1. а). Найдем урав-
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нение, которому должен удовлетворить напор А (х) в нижнем бодонос
ном горизонте массива. Для этого составим баланс фильтрационного 
расхода и бесконечно малом отсеке (7 7, 2 2) нижнего слоя массива. 
Согласно закону Дарси удельный фильтрационный расход, поступаю
щий в рассматриваемый отсек через сечение 7 7. буле։ <; =

— КТ — • Удельный фильтрационный расход, выходящий через се- 
dx

чение 2 2, будет </ <А/ с/ КТ- - • Следовательно, дефицит ко-
dx՛

личсстна жидкости и рассматриваемом отсеке за единицу времени со

ставит -Kl-^—dx. Этот дефицит равен удельному фильтрационному 
dx՜

~t> 7i ~ Лр расходу, поступающему через кровлю отсека, равному А — 
7 - тх

Отсюда получим уравнение баланса удельного фильтрационного расхо
да в рассматриваемом отсеке:

<44. ___К(/1- Лд__ __  0
КТ{ Т„ Ьтпх)

где гп К и К коэффициенты фильтрации соответственно водо
носного горизонта и слабопроницаемой прослойки; остальные обозначе
ния показаны на рис. 1.

Общее решение уравнения (I) имеет вид:

А Ло ЧС14 (;) адчо], (2)
где

2 । К (тх -г То) .
' “ т I ХТ

/,(;) и А'Дс) модифицированные функции Бесселя первого порядка со
ответственно первого и второго родов.

Для определения произвольных постоянных С.\ и С2 задаемся 
граничными условиями

/?(, и Л։, Л|։- {= Л... (3)

С помощью (3) решение (2) приводится к виду

1.1 :1 ՛ Ч 7»0) ;а[Л» (.«»)/։ (с) /։ (с?) Кх {;)]

(А2 Ас) Ч[А (ч) А-(0 — ЛГ, (ч) А (П1 I (4)

где
2 ։ Е77. - 2 । т0)

'1՜ т \ КТ ' ՝2՜ т I КТ
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Отметим, что при достаточно малых А՜ А (например, при А А-^0,001) 
можно воспользоваться выражением

Л=А0-|- (тх -г 7^)
(/.,-Л,Ьт/ Г,>1п 1 —-----

________________________ 1 тх 1 Го

-»• , _1 Т 1 I1я(тх -+֊ /д! 1п
• и

(/■: Л„)Г1п| л
 ' о

Т„(тх |.т,)1п -т1-~ Т>- 

7 о

которое можно получить из (4), если удовлетвориться только первы
ми членами рядов функций /։(;1 и А'. (:(.

б) Пусть требуется найти напор А А(х) нижнего водоносного 
горизонта при схеме, приведенной на рис. 1, б. Эта задача отличается 
от первой тем, что мощности слабопроницаемой прослойки и основно
го водоносного горизонта изменяются но экспоненциальному закону.

Как и в предыдущем случае находим, что напор А = А(х) удов
летворяет уравнению [1]:

<72А 7 (х) 6А К*(А — /|0) о
</х։ Т{х) <1х КТ\х)Т(х)"

где Т(х) = ае и Г(х) = «ае —соответственно мощности нижнего 
водоносного горизонта и слабопроницаемой прослойки;

Т' (х) = аЬе՝^:

а, Ь я р—постоянные.

При граничных условиях (31 решение уравнения (6՝ имеет вид:

д = д , (А, »Ь I г -(А; А,! 1 '(-г__

। • (;, -
где

*. е *< , . 1 , . — К
* —---------- - X)------- -—- •  ---------- ’ / —-— •

аЬ аЛ аЬ К в

2. Приближенные решения задач. При осреднении мощности 
слабопропицисмим прослойки (для двух пышерас смотренных задач) 
слои пласта становятся горизонтальными (рис. 1, в). В атом случае 
напор А А (.г) удовлетворяет дифференциальному уравнению

<£Л
Л*

А"
КТТ р

Ар) = О. (8)
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решение которого при граничных условиях (3) имеет вид:

/? ֊ А 1 / < / - л) • (А.> —зЬ | • х
I Т7 

где 
_5_ 
А'7Т:1 ՛

Осреднение мощности слабопропицаемой прослойки по высоте для 
второй задачи и отличие от нерпой (где осреднение было произведено 
в пределах верхнего горизонта! влечет за собой осреднение мощности 
водоносного горизонта. Естественно, что н этом случае ожидаемое 
расхождение между значениями напоров, вычисленными точным и при
ближенным методами, будет значительное.

Сопоставлением величин напоров, вычисленных по формулам (4), 
(7) и (9) (соответственно: Л /?:, Л -- Л, и Ь - К.л) при одинаковых 

параметрах, входящих в эти формулы- можно судить о степени рас
хождения между значениями напоров в одних и тех же сечениях. В 
табл. I приводятся результаты вычислении при следующих исходных 
данных: 7/(| 20 .п: / 5՜: - 10.и: / = 1000 аг; Г — 20 .и [по форму
лам 1,4) и (9)]: А 0,00 1 м:сутки; К0.1 м сутки. ! 1рп значениях 
а = 6,25 и Ь -- 0,00'2 осреднеяные но выерте мощности слабопроница
емой прослойки и нижнего водоносного горизонта второй задачи сов
падают с соотнетственными мощностями слоен первой задачи. В чет
вертой и пятой строках таблицы приведены значения напоров и о_> 

вычисленные по формуле (7), и Л’ — по формуле (9) при К-К 0,0001.

1иблиЦП )

С*1’ИН НЯ. X К .4 0 100 200 500 800 ООО 1000

л, 40 33.6 31.0 32.7 43.4 51,5 60
■Ё Ам •10 35.7 32.8 32.0 42.3 49.7 60
Е 

г 
•- А, 40 30.9 28.3 26.0 51,1 57.0 60

Л, 40 44,0 47.7 54.1 58,0 59,2 60
"Г»

а; 40 42.5 44.0 50.0 56.0 58,0 60

Как видно из таблицы, расхождение между точными и приближенными 
значениями напоров при 0,01 А՜ К значительное и при изучении 
фильтрации на больших территориях не следует им пренебречь.

Таким образом, при решении конкретных задач фильтрации в 
многослойных пластах осреднение мощностей слабопроницаемых про
слоек с грсбуемой точностью в большинстве случаев можно считать 
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нецелесообразным. Осреднение особенно недопустимо, если оно вле
чет за собой осреднение мощностей водоносных горизонтов.

Ниже дается решение некоторых конкретных задач фильтрации 
жидкости в многослойных пластах без осреднения мощностей слабо
проницаемых прослоек. Получены уравнения движения и найдены их 
решения.

1. Рассмотрим фильтрацию жидкости в прямоугольном массиве, 
вертикальное сечение которого приведено на рис. 1, г. I ребуется най
ти напор нижнего водоносного горизонта если мощность слабопроии- 
цаемоЙ прослойки изменяется но закону

Г(л-) ое'".
где а и Ь постоянные.
Искомый напор Л (х) удовлетворяет дифференциальному уравнению

П
й1

Ч
М

.

֊ Ло) = О.ах՝ К ! а

ем уравнения (10) является

де /0—функция Бесселя; *,,г— у;՜՜՛ С\ и С.. — постоянные, опре

деляемые с помощью граничных условий, которые могут быть 1-го. 
2-го или 3-го родов.

2. Пусть требуется найти напор Л Х(х) нижнего водоносного 
горизонта для схемы рис. 1. а при условии, что коэффициент филь
трации слабопронипаемой прослойки К (х) линейная функция

X (х) [ к" { X,

-5*-В^(Л-Л0).
!КГ\тх П)

(П)

где К-. и К коэффициенты фильтрации слабопроницаемой прослойки 
соответственно в сечениях х 0 и х /.

Искомый напор А (л) нижнего водоносного горизонта удовлетво
ряет уравнению 

(/֊Л 
(1х:

С помощью подстановки 
г

Л - ло = ֊^-е Т//(П
2/7

уравнение (11) преобразуется к вырожденному гипергеометрическому 
уравнению
2 ТН. № I.

Ч:,^՛
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/֊5 ±12-/)֊- ( 1 ֊ -М /1 = 0, (12)
б//* </( \ '2р ՛

где
К,-К, . 1КхКТт КТТ^К., — КуУ

р - ЦКТт)*" 4 I(кТтГ

Общее решение уравнения (12) имеет вид:

Н (/) = С՛! Г(п, 2, /) -\ {п 11 С. [/'(л, 2, /) 1п /

", л(л г 1)-- (л • к -1) / 1 ____ 1 1_\
- 2.3...(<2 . к-\)к\ .^Дп ֊/ 2 ; 1-/Л

где
р/п 2 /) — 1 — V л п 1 - 2)• • • (л — к 1)

’ ' .5 2-3- -(2 к -1№

вырожденная гипергеометрическая функция; л = 1 4-----— • Для
2р

определения постоянных С\ и С\ задаются граничные условия (1-го, 
2-го или 3-го родов).
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