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Д. О. МЕЛКУМЯН

ИССЛЕДОВАНИЕ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
УПРАВЛЕНИЯ МЕТОДОМ ПРОИЗВОДНОЙ АРГУМЕНТАХ

1. Постановка задачи. Из геометрической интерпретации прин­
ципа аргумента (рис. 1, а) очевидно, что равномерное изменение час­
тоты вдоль мнимой оси приводит к неравномерному изменению аргу­
мента. В бесконечном интервале частоты скорость изменения аргу­
мента (производная аргумента) растет от нуля до некоторого значе­
ния и снова падает до нуля. При этом экстремальное значение 
производной аргумента обратно пропорционально действительной час­
ти корня характеристического полинома (рис. 1. о), а величина часто­
ты, при которой производная аргумента достигает экстремального 
значения, равна мнимой части корня (рис. 1, в). Эти положения и ле­
жат в основе метода производной аргумента.

Рис. 1.

2. Свойства производной аргумента. Рассмотрим характеристи­
ческий полином системы регулирования

я г,
£>($) - У а* $я~* =■ [] (я — $д), (1)

Л—и А I
где аь действительные числа, я*— корни полинома. Положим в (1 
5=/ «>,
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£>(/՝••> поП^/ и s‘) = «(и‘) Ь/v("0. (2)

тогда

argJ9(/wj ֊ У arg ) xarclg—— • (3)
fl 'u(^)

Пусть
% arg (/՛•՛. s>) н rJ ֊ arg /J(ую).

Тогда из (3) получим:

б — У 0„ — arc tg —• (4)

Следовательно

(если (JK существуют), где производная взята относительно частоты. 
Из рис. 1, а следует, что

отсюда

г/ = _32---------- (7)
* с/о, -г (<" — у»)-՛

Необходимо заметит!., что при ха - 0 функция (б) неопределена и, 
значит, не имеет производной (7). Поэтому формулы (5) и (7) спра­
ведливы только в случаях, когда л- 0, т. с. при отсутствии чисто 
мнимых корней.

В наиболее характерных случаях графики зависимости (7) приве­
дены на рис. 2, откуда нетрудно установить следующие свойства ком­
понент производной аргумента. Если псе корни мпогочлена располо­
жены в левой полуплоскости (л՜,.- 0), то в бесконечном интервале 
частоты:
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А. Функции положительно-определенные:

В. шах (»՛>) = — —- при •՛, — у,.-
X*

С. При неограниченном приближении корня к мнимой оси экстремаль­
ное значение функции &*(.••) безгранично возрастает;
И. Гни (••>> - 0; 

а— 4 ••
Е. Площадь, расположенная между кривой (•[(«») и осью абсцисс, раи­
на г, т. е.

Л

■»

Свойства А, В, С, 13 очевидны из выражения (7), а свойство 1՛. сле­
дует из принципа аргумента |1| или можно получить непосредствен­
ным интегрированием соотношении (7). Для свойств А и Е легко по­
казать и обратное. Если \(«>) положительно-определенная (Пункция 
или удовлетворяет условию Е, то соответствующий корень располо­
жен в левой полуплоскости. Это непосредственно следует из форму­
лы (7).

Некоторые аналогичные свойства можно получить для производ­
ной аргумента. Из формулы (5) на основании свойств А. С. I), Е сле­
дует (при х* < 0):
I7. Функция С (ш) положительно-определенная и четная;
И. При неограниченном приближении ’корней к мнимой оси наиболь­
шее значение функции •՛ (՛՛) безгранично возрастает;
Н. Гт։ 0՜ (м>) — 0;

К. Площадь, расположенная между годографом производной аргумента 
и осью частот, равна и՜, т. е.

Обратное, вообще говоря, имеет место только в случае К, па ос­
нове которого установлен новый критерий устойчивости.

3. Критерий устойчивости. Докажем справедливость следующего 
утверждения: если площадь, расположенная между {.одографом про­
изводной аргумента (5) и абсциссой равна п», то система устой­
чива. Действительно, из принципа аргумента следует, что

в*
С|^(м>)! </*=*. (8)

Из формулы (5՜) имеем
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л Пл К л

П~ = \ 0' (|՝>) (До ֊ V 0*||») (/'Р^ V 1|04 («»)|<Уи> =
•> к֊Л •' *х=| J• » — М> —■ <•!

Следовательно
••

(•>’) </•• Т. е. х* <0.
V •• лл

Таким образом, необходимое и достаточное условие устойчивости сис­
темы имеет следующий вид:

I Ь' («>) сДи — п~, (9)
V —

где п степень характеристического полинома.
Так как •-'(«) является четной функцией от частоты, то условие 

(9) можно привести к более простому виду:

(V («>)</« = у. (10)

Соотношение (10) можно использовать в качестве как аналитического, 
так и графического критерия. Однако применение (10) в качестве ана­
литического критерия нецелесообразно, так как интегрирование функ­
ции (5) для больших п представляет трудоемкую задачу. Поэтому 
его лучше использовать в качестве графического критерия. Хотя и 
построение годографа производной аргумента не дает преимущества 
относительно годографа Михайлова в качестве графического критерия, 
однако при помощи наибольшего значения производной аргумента 
представляется возможность оценить параметры качества переходного 
процесса. Заметим, что при нарушении условия (10) система будет 
либо нейтральна, либо неустойчива. 1 I ри этом если О'(ш) знакоисремен- 
на в бесконечном интервале частоты, то система неустойчива [сущест­
вует отрицательное слагаемое в сумме (5)]. В противном случае кор­
ни многочлена (1) необходимо сдвинуть вправо на величину =

=-------- -------  • Если для полученного многочлена &'(••>) знакопостоянна,
лзирО'(ш)

то система неустойчива, в противном случае- нейтральна.
4. Оценки показателей качества переходного процесса. Дока­

жем, что степень устойчивости линейных систем не меньше об­
ратной величины наибольшего значения производной аргумента, 
т. е.

(И)
5Нр (•’>)
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Действительно, для устойчивых систем fj' и являются положительно 
определенными функциями, поэтому

Л
sup Г/(»■՝)= sup \ {\ (։л) < suprJ^(w). (12)

На основании свойства В имеем:

sup ОД...) ~ . (13)
Хк

где х; действительная часть корня характеристического полинома. 
Из (12) и (13) следует:

х*-------- Ь---- -. (<• 1, 2,. ■, п) (14)
sup 0 («>)

что доказывает справедливость соотношения (11).
В частном случае, когда ближайший к мнимой оси корень дейст­

вительный, имеем

sup&>) =֊ О'(0) = (15)
ап

11оследнсе совпадает с результатом, полученным с помощью 
формул Виета |2]. Таким образом, для косвенных параметров качест­
ва можно указать следующие границы:

где Ji — min (cos <?*) называется степенью колебательности. Так как 
к

не установлена прямая связь межу косвенным и прямым показателями 
качества переходного процесса 3|, то оценки лишь косвенных показа­
телей не могут гарантировать желаемый переходный процесс. Быстро­
та процесса зависит не только от косвенных параметров качества, 
но и от начальных условий и кратности корней характеристического 
полинома. На практике начальные условия настолько разнообразны, 
что в каждом конкретном случае их влияние на переходный процесс 
необходимо рассматривать отдельно.

Влияние кратности корней на быстродействие САР может быть 
установлено с помощью наибольшего значения производной аргумента 
в наиболее важном случае начальных условий

у(0)=1, х/<*ЧО) = О, Л- = 1, 2, 3,..ч л-1. (18) 
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где у- выходная величина системы. Анализ показывает, что время ре­
гулирования системы увеличивается не больше, чем в т раз, когда 
ближайший к мнимой оси корень имеет кратность т. Поскольку в этом 
случае наибольшее значение производной аргумента увеличивается 
точно в гп раз, то время регулирования системы меньше наиболь­
шего значения производной аргумента, т. е.

sup 0'(<”), • — 3 - 5. (19)

Таким образом, построение годографа производной аргумента да­
ет возможность не только судить об устойчивости систем, но и 
производить оценку показателен качества переходного процесса.

5. Численный метод определения корней полинома. Без огра­
ничения общности можно полагать, что система устойчива, гак как 
для всех полиномов вида (1) можно обеспечить условие устойчиззсти 
при помощи подстановки

я=г- А», 

где /? радиус круга, внутри которого расположены гее корни много­
члена [4].

Сущность метода заключается в том, что последовательно сдви­
гаются корни многочлена в сторону мнимой оси до тех пор, пока наи­
большее значение производной аргумента не стремится к бесконеч­
ности. По сумме шагов сдвига определяется действительная часть 
корня, а значение частоты, при которой производная аргумента пре­
терпевает разрыв, определяет мнимую часть корня. В качестве шага 
сдвига выбирается обратная величина наибольшего значения произ­
водной аргумента.

Докажем сходимость метода. Пусть по такому алгоритму построе­
на последовательность шагов ч . Члены последовательности положи­
тельны, так как после каждого сдвига в силу условия (11) система 
остается устойчивой. С другой стороны, является монотонно убы­
вающей последовательностью, так как после каждого сдвига увеличи­
вается наибольшее значение производной аргумента. Следовательно, 

м-
по признаку сходимости Даламбери ряд У У сходится. При этом 

I

'> — Т, ₽- 1П1П |х*|; (20)
I *

Далее выделяется найденный корень многочлена и описанная проце­
дура повторяется для определения остальных корней. Так как для 
рассматриваемых полиномов справедливо неравенство [4]:

J/4 *£Г |.ч| шах ( . (21)
* at-t /

то поиск наибольшего значения производной аргумента достаточно 
производить лишь в конечном интервале частоты
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Հ22)

Это существенно упрощает задачу поиска. Метод хорошо реализуется 
на ЦВМ, благодаря использованию схемы Горнера.
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կ նոր մեք/սղ, որի Հիմրում րնկւոծ են այղ սիստեմի րնու թազրիչ ր ազմանղտմի 
արզոէմ ենաի ածանց յայի ոի շարք Հետարրրիր հ ա ակս ւվ) յո/ննե ր՝. Տույց >, տրր~ 
ված, որ րն/I ւքհո զ ր ի չ րտղմանղամ ի արգումենտի ած ան д / ա /ր II բաղադրիչ­
ների էրււմար !։, որսնր միարմերորեն որոշվս/մ են բազմանդամի Համաոյսէ- 
ս/ասիէան արմատներով'ւ Ա» այաղրվա մ Լ կանււնավորմ ան սիստեմի կայսւ- 
նոէքհտն որոշման նոր չաւիանիշ' աոանց գտնելու րնութաղրի* բազմանգամի 
արմատներրէ Նոր չափանիշր Հն и,-րաէ{ււրա[1 յան Լ աալի։/ որոշել ո ՝ միայն կս/- 
նոնավւէրման ւ/իստ եմի կա յո/նոլթ յոլնր, այլև րան ակաոլեէ/ ւյնահաաել սիս­
տեմի որակր։ Բերված են մ ի րանի >չն ահա ու ականներ անցողիկ էղրոլյեսների 
որակի պարամետրն երի Համար, որոնր աոարմ ած են /•՚1ւէ(է1հու/րիչ ր աղմ ան- 
քլս/ւ՚էքէ արդոէմենաի ածանցյալի մեծա/լո/յն արմերի էիման ւ/րա:
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