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Д. С. МЕЛКОНЯН, В. И. СЛАКОВ

О ВЫЧИСЛЕНИИ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ФУРЬЕ ПРИ РАСЧЕТАХ 
ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ И ЧАСТОТНЫХ 

ХАРАКТЕРИСТИК ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

Ме-оды приближенно՛ <• нычцулилк.. -.реобрп впий Фурье служа՜ при пселсдоуа- 
пин липенньк ничем гкпилюП для решения .ледуюгдкх дяух взйиин.. <?братм-х задач: 
1| расчет՛ ш'реходпогп пронесся и сн.-:гм.- п>> с; иосготн։֊-՝; хпрахтернствкпм. опре­
деленным из пхеперпмемга или раичсгимм путем, 2,1 рш-чига чвс1 гимл характерис­
тик п» »> сиерпменталъно ипрсл<;л«5иНий хринЫ: псрс*«идпо:-.> пр •нг-ег..

Вилпшнп; гн՛։ с\ыес1 нузошнх мстпл<.п решении -и։՛ .ш,•..։■• лмлю т и ; р.,:! и.чи к։։м 
пли грофо-ип>։лн:иче.мгм, и п идстпнщсг пэемя аКт.уцльня задлчл т.изрийогки ч՛,:. *.ен- 
кшх мсгодов, кркпод пин■■ и адгпритхам, удобным для реалм »днин п Э1II 1:.'Л. С чеду- 
•■- отметин, что дли решения задач яоррелниисппл։ и яналмчй п= ..-и пай։։:։ !•• р.”.ул
дискрет.п н феобрп юпсния Фурье.'■■ оздрвы алгоритмы машинного и .։»| числ՛: пин ։:ре- 
пбрп ншаниГ: Фурье |1] Одни г о иепнлпиуемын при -:нм принцип ■•аданин . мячествс 
исходном пшрнрмациц гнеирп։пых значений пргзбралуупй функции раппоотгнипщих 
точка։ (закри арифметической прогрессии) сивДы.чнеп:։։ цеэффгктагни՛: при обработке 
частотных и iijh-mchhi.it каралгернсгих линейных систем, тай кик ирнлодпт к к. >б։с- 
димосгн задании нсопрдпдннял 'иомиоги объел:;՛. Ясход:н1ч ин^юрмапнн дли расчетов.

R паетокпген робот»՛ кредл.и астся метод >и<сл;сняо1-н про.тбг.плозаним Ф\ ՛..<՛. ни- 
з>н1№П0П(|<й зффеятийно ббпабагь.։цпт1՛ чд. ин'ныс к временные харлктеригтихн. благо՛ 
д:։ри иному принципу яыйбрхи^ и клчсстне исходной нн.|и։руаиии служат дискретные 
- 1ДИ-Н11Ч презбриз.; .'.мои функция, зидпяиемыс а тОчяяс, . истаялл.оц.нх аозрцстающую 

। сометрн а; ггую И|ич рессию

Приближенное пычислеЕие преойрузонаний Фурье выполняется в 
два основных этапа: ■) аппроксимация исходной -рхик-^пи аналитичес­
ким выражением, 2) вычисление косинус- и синус- преобразований 
Фурье от аппроксимярукмией функции.

Метод аппроксимации. Для решения первого мгагш разработан 
численный метод, 1и>;։но.\я1фпи։н аппроксимировать исходную 1[>ункпп։о 
_/(>■), заданную на отрезке от 0 до Л, фукквнеЙ <2(л՛) согласно усло­
вию:

/(л՛.) <2(л՛.), (1)

где д՛ — Л/с՝1 (7 0, !,-• )—узловые точки, составляющие геометри­
ческую прогрессию со знаменателем с^>1.
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В качестве О(х) предлагается ряд

0,{х) V (/ (>**:՝ > ь՝1п ('.'.л՜՛՝), (2)

где О'. — коэффициенты ряда; (л՛) непрерывная функция от х.

1О£ г

представляющий обобщение ряда, рассмотренного в [2]. Аргументы 
синусоид, входящих к ряд (2), содержат множители 1,2, 2*,*- .
возрастающие как члены геометрической прогрессии со знаменате­
лем. равным 2, Благодаря этому, в узловых точках л;, также образу­
ющих геометрическую прогрессию, обращают< я я пуль те члены ряда, 
для которых X. >/. Процесс определения коэффициентов ряда, исполь­

зующий это свойство, сводится к следующему.

При х — Ь 0(1..) Следовательно, с учетом (1)

13;։)

В общем сл у час-

<?('—') Х'0»-И2» '-‘-)։1п(2‘
՝■ с' ' 13.

Следовательно, с учетом (1)

<?,=—1—1 //А՝)-\’о,.?(2.-.-1г)։։п(2։-<
■Г. / " V с‘ /

Формулы (3) позволяют определять коэффициенты С, в порядке 
Возрастания индекса Л Чтобы можно было определять 0\ в произволь­
ной последовательности, формулы (3) преобразовываются к виду:

(4)

(5)

Коэффициенты не зависят от вида аппроксимируемой функции, 
а также от показателя степени .'V и при заданной ՛• (х) могут сиять 
табулированы.
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Останин н выражении (2) п 1 первых членов, получаем усечен­
ный ряд

<2ч (х) - \ (Л ? IW՝ ) sin (wV). (6)
fc- 6

Если коэффициенты (Ju определяются го формулам (3) или (4), 
то (/, (х«) - fix- ) при .՛ ■֊ 0, • - п.

Благодаря этому свойству, для конкретных задач аппроксимации 
используется функция Q (х), важным свойством которой является то, 
что добавление новых членов с коэффициентами Qa ։,••• не требует 
изменения значения уже вычисленных коэффициентов (/,,•••, С/.՛-

Функция Q«(x) точно совпадает с /(.г) в узловых точках. Одна­
ко необходимо добиться совпадения этих функции и в промежутках 
между узловыми точками. Для этого выберем такой показатель про­
грессия. чтобы / (х) изменялась между узловыми точками по плавным 
кривым, и потребуем того же от функции Q., Характер изменения 
Q. ix) между узловыми точками во многом определяется видом функ­
ции ?(х), в зависимости от которой из общей формулы (6) получают­
ся различные аппроксимирующие выражения. В работе исследован ряд 

л
</., (х) - 5 О- ехр (/*ах՝՝) sin (*Ax'j (7)

V—I»

|>(.<•)==■ ехр (ах)] при разных значениях параметра и. При а О (?я (х) 
состоит из синусоид; при этом к-ый член ряда имеет между узловыми 
точками Xi 1 и х: 2" ; 1 экстремумов. При положительном и синусои­
ды разных частот, входящие в (7), экспоненциально нарастая, обус­
лавливают колебательный характер изменения Q- lx) между узловыми 
точками. Напротив, при отрицательных а синусоиды разных частот, 
из которых состоит ряд (7), с возрастанием .г экспоненциально затуха­
ют. Благодаря этому- характер изменения функции ()-, (х) между узло­
выми точками . । и л՜,- обусловливается главным образом членами ря­
да с порядковыми номерами /< ■■■-■-. i, которые при x<-i --1 x<xi экстре­
мумов не имеют, а колебания, создаваемые членами ряда с индексами 

оказываются сглаженными. В соответствии с этим установлено, 
что параметр а целесообразно выбирать в пределах —1.1=Са=^ 0,6. 
Например, при а 1 (Л (л) обеспечивает весьма плавное соединение 
узловых точек х3, х։ и т. д., а между точками х0,•••, х3 имеет не­
большие колебания, затухающие по мере удаления от L. Это явление, 
аналогичное описанному в [2}, может быть устранено, если рядом 
С?л(.г) аппроксимировать непосредственно не / (л-l, а вычисленную по­
пей функцию

Л (х) = / (х) — bf (L) ехр ( — ) sin ( ^֊~ ) .
\ 4Z. / \ 4Д /
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где

В этом случае выражение, аппроксимирующее /(л֊) согласно условию 
(1), приобретает следующий вид:

п w
5n (х) - v 5.Vсхр ( — хл) sin хх) 4 5* 'it. (х). (8)

А'--| *•--։
где
В 5-1 6/(4); .% = (!; 5* (9)

Значения коэффициентов : , входящих в эти Формулы, совпадают со 
значениями аналогичных табулированных коэффициентов [2]. Функция 
«$я(х) представляет гладкую кривую, совпадающую с аппроксимируе­
мой функцией в узловых точках.

Формулы численного преобразования Фурье. 11рянцин прибли­
женного вычисления косинус-/' (а) и синус-Г, (а) преобразований 
Фурье от функции /(.г) заключается в следующем. Выбирается отре­
зок £ таким образом, чтобы /(/.) можно было считать практически 
равным установившемуся значению: /(х) ~ /(Л) при л՜ £. Тогда

/’<• (*) = । / ( л ) cos ?х dx I /( х ) cos 9.x dx
•J Vо о

/ (L\ 

7.
COS 'X L,

*՛ г.
'* (*

1՛՝-. (у) — 1| / ( х ) sin j..\ dx | f ( л ) sin sx dx

О '՛

f(L\ • , 
■ — Sin 7

(10)

a

Для вычисления интегралов /(x) заменяется на отрезке от 0 до L 
/. !.

функцией 5я(х). Интегралы S-: (х) cos jx dx и 5.-. | ( л՜ ) sin Ух dx

0. <՛
вычисляются по известным формулам [3] путем замены (х) на каждом
из промежутков |х/ i, х, ], где х: iha Z-^-(Z —0, 1, • - •, р.;), отрсз- 

/>*
ком прямой, соединяющей ординаты о>(х.и (х/). В результате 
формулы (10) примут вид:

л -j _ . j г* "1
v ^Ц1ь} cos (a iht)

о , sin a A. \ , , , 1— cos a A* .\,5а.сл(/,) — ( 1--------- ---- sina£-i----------- ------------с..- /.
;.»_1 « \ ’Aft / V hk

- Zlilsin,/., (И)
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о . __ А *** ~*
Л(*)^ V 2.$\ 1 СО51Л։ V -։(,7ь)$1пр;А...) ♦֊

А~| ’’А*

х. . .. >1 1 СО5 а Л* . 1 / . з1и ’ А \ . I
л Дь?>(1»Н -------------------- мп 2 К - ( 1 )СО$«£

I зЛ. = X а Л» / I

4 ^с<юЛ.
а

I 1рл расчетах по ։»тим формулам значение /ц избирается таким 
образом, чтобы кусочно-ломаная крнпая служил.» близким приближе­
нием к |(л). Исходя из того, что поведение функции -.(л) на отрез­
ке между точками (/ ։I А. и /А повторяет Понедеинс функции ?։ (.с)
11.1 >1р■ -1К1- м<-а.д\ гонками м 1) А, и ;А։. значение /?* определяется 
как

р։ цела։։ част». [(/>, । 2* 1)1. (12)

11а практике при обработке частотных характеристик я кривых 
переходных г.р>■՛_!;- часто встречаются функции, которые при I -оо 
стремятся к нулю. I 1ри аппроксимации ;«тих функций отрезок А вы­
бирается таким образам, чтобы .՛ ею пределах/(л1) достигали практи­
чески кулекою значения. При > £ кач / г), так и Л (л1 практи­
чески раним нулю. Следовательно. можно принять, что ] (л) и 5я(лг) 
совпадают не только при 0-- л А. но н при л- А. В этом случае 
формулы численного преобразования Фурье сущестпенно упрощаются:

Л (О 4 2Х« — (УА») соз /А<),
’’Л. ֊

(13)

/• (>)= V 25. 1 V (,/>.» ։5„ (X
гб. ֊

В ка-чесг։՛. | .-.и ю г.и : >рыодин Для расчегои ш • формулам (11),.
(12) и (Гл) служат значении коэффициентов Л., а также значения нес­
кольких постоянных —Л, /(А), <• ит. д. Сочетание этих формул с 
формулами (9\ служащими для определения ко.--ф(|>ицшч։тон Л՜,, даст 
алгоритмы рзечег »в, и к -т^рых :: -;.։чсч т՝и ислодноН информации за- 
даютси значения преобразуемой функции п узловых т 1чках и опреде­
ляются 1:рнближ< ц11ы< знач! ния с косинус- и синус- преобразований 
<1’урьг для заданных дискретных значений . 1 |и атим алюрнтмам 
состав V П14 пр >1 р.1ММ1 I р.ЬЧ«-Т։»Н для ЭЦВМ тип.» „11янрк".

Расчет переходного процесса. Пусть из плод линейной системы 
с ампли । удно-.рлзо1ю|1 характеристикой /’ ■ / ՛ 1 нодаетсп нОзмущепие 
л (/). Г«м да выходная ]лнкцмя системы /у(/)(или ее переходный про­
цесс) определяется одним из кыражеНИЙ
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?/(/) —------- Ys /•») sin »՛» Idи> — — [ vi X» ("-’)] и -|
I/ U

9 ՛
4՜ —; | Yl (vi) cos <՛> /d ՛՛, (14)

o

где Ye (<՛■) в ) ; ( ") соответственно представляют действительную и 
мнимую компоненты комплексного сп-ктра выходной функции )’(./) 
= .Y( /՛՛). Эти выражения являются основой для расчета пере­
ходного процесса частотным методом.

Использование разработанных форму л численного преобразования 
Фурье для вычисления интегралов, входящих в позволяет при* 
ближешю рассчитать переходный процесс по одной из функций К («>) 
или )(ю). При этом существенным достоинством разработанного ме­
тода является то, что, благодаря выбранному неравномерному шагу 
дискретизации, исходной информацией для расчетов служат значения 
частотных характеристик в точках, делящих логарпфмнческую шкалу 
частот на равные отрезки, что позволяет охватывать любые диапазо՜ 
ны частот.

Расчет частотных характеристик. Для той же системы обратная 
задача—расчет частотной характеристики по экспериментально опреде­
ленной кривой переходно! > процесса решается па основании сравне­
ния

Вил ВХОДНОЙ функции г(/) обычна бывас; известен, н ее комплексный 
спектр X (/•՛•) вычисляется аналитически. Основная грудность, таким 
образом, заключается в расчете комплексного спектра У | /■•>) яксиерн- 
ментальио определенной криво)! переходного процессе </(/). Рассмо­
тренный в данной статье .метод даст эффективный путь решения этой 
задачи по следующим причинам. Для кривой переходного процесса, вы­
званного типовым неперю дическим воздействием {обычно использует­
ся воздействие в виде единичной или импульсной функции), характер­
но быстрое изменение после начала процесса и медленное стремление 
к установившемуся значению при / - . Пр ишбм нераннбмер- 
ном шаге дискретизации отсчеты кривой переходного процесса берут- 
ся по мере затухания процесса нее реже, благодаря чему, по сравне­
нию с равномерным шагО.м объем исходной информации для расчетов 
существенно уменьшается.

Пример расчета. Импульсная переходная функция у {/) системы 
самолет-автопилот, описываемой линейным дифференциальным уравне­
нием шестого порядка ['![
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г 16.4—^֊ । 107,4 <{'у 364,2 — У- 4- 1146,5 <У՜''--
4Г 4Р 4Р 4Р 4Р

771,2-'"
41

292,1 ։/ - 0

при начальных условиях ։/(0 | 0, ։/'(■>) 20, (0) ֊ -•• //՛՝ (0)=0, ։
мнимая частотная характеристика системы Р ( •՛), рассчитанные анали­
тически, показаны сплошными линиями на рис. I и 2. С помощью про­

Рис. 1. Импульсная переходная функция системы, рассчитан­
ная аяалигн'юсхи (сплошная припая) и приближении (точен 
пая крнн.чя), и аппрохсимнрую111.ц| ее функция (О (пунк­

тирная крнп.тя)

Рис. 2. Мнимая чл։:тот1тх характеристика системы, рассчи­
танная политически (сплошная кринаи) и приближенно 
(точечная Криная), и аппроксимирующая ее. чрункцня 52 (՛ ) 

(нун/гирная кривая!

грамм, реализующих разработанные формулы численного нреобразова 
ния Фурье на ЭЦВМ ֊Наири“, произведен расчет функции Р (<՛>) п< 
кривой переходного процесса у (/) и наоборот.
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Аппроксимация кривой переходного процесса произведена функ­
цией 5Л (/) по узловым точкам = 15/1.26՛ {к ֊ 0, I,--՛, 14)‘; показан­
ным кружками. Как видим, благодаря неравномерному шагу, при не­
большом числе узловых точек достигается совпадение функции '.$'«(/) 
Iпоказана пунтиром) с кривой переходного процесса. Небольшое рас­
хождение между ними при I, близких к нулю, может быть устранено 
увеличением числа узловых точек. Функция /Л (<•։), рассчитанная ио 
разработанным формулам численного преобразования Фурье, показана 
на рис. 2 точечной кривой.

Для расчета импульсной переходной функции у \,1) кривая Р (՛■>) 
аппроксимирована функцией Л"։ (•« > но узловым точкам - 7,578 2՜ 
{к 0, 10), показанным кружками, которые делят логарифмичес­
кую шкалу на равные части. В масштабе рис. 2 кривые /’.( ••) и 
(показана пунктирной кривой) практически сливаются. I Ьэтому и кри­
вая переходного процесса, рассчитанная по формулам численного пре­
образования Фурье, с хорошей точностью совпадает с аналитически 
рассчитанной кривой у\Р.

Данный пример наглядно демонстрирует эффективность выбран­
ного неравномерного шага дискретизации при обработке частотных и 
временных характеристик линейных систем; при сравнительно неболь­
шом числе узловых точек достигается высокая точность аппроксима­
ции функцией \ (л-1, благодаря чему высока и точность расчетов ис­
комых функций.

АрмНИИЭ Поступило 22.Н1Л971.

Դ. II. Մ1յ1.1՝11Ն:!11.Ն, Վ. 111ԱԱԿ1»Վ

1ԼՆՈՈ'1.1'1| ՊՐՈՑեԱՆեՐԻ ե«1. ԴԾԱ?4’Ն Ս1’11Տ1ւՄՆ1»1։|« ՀԱՀԱԽԱՈԱՆԱհԱՆ 
Ml'WM'UPb .ԱՇ'1.11.1'ւՍ1'11Նե1'!11'Մ Ֆ11Ի1'51>1՝ Ա1յՎԱՓՈԽՈ1«ՄՆե1'1’

ՀԱՇՎՄԱՆ ՄԱՍՈՆ

Ա մ «ի ո փ ո ւ tf

Հոգվածու մ արտա.՝! վ ում են !հուրյհի սինուս և կոսինուս ձևափոխումների 
մոտավոր հաշվարկի րանաձևերր, կաոու ցված ա ւնպիււի ձևով, որ հաշվարկի 
Համար որպես նախնական ինֆորմացիա են 4 աոայու մ ձևաւիէ խվււղ ֆունկցիա 
յի ղիսկրետ արժելները այն կետերում, որսնր ղէԱսավ սրված են աճող ևրկրա- 
•ափւսկան պրւ. ղրեսիայի օրենրով: 'նշվում Լ այղ >, կէքր Ո էն րի րնտ Ա մ ան Լֆեկաի 
վուքկունր ղծային ոիաոեմների 1ամախականակաե ն մ ամ անակա քին րնուքքա 
էլրերի մ շտկման մամանակ։ Մշակված րանաձևերր ո ղ ա ա if ործ վու մ են հեսւևյաչ 
նմանատիպ խնդիրների լուծման մ ամանակ.

ա) անցողիկ պ ր ո ց ե ոն Լ ր ի Հ աշ<1 արկր ղծային ո ի » ա եմն ե ր ո ւ մ իր հաճախա- 
կան ակIIIն րնու թա է/րո վ ,

ր) հաճախտկանական րնոլ{1ագրի հաշվարկր, ոքւր կատարվում Լ տնցււ- 
ղքւկ պրոցեսի՝ էիորձարկումների միջոցով ստացված կորով:
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Eh'ctro/ieoust,, 1Q67, yoi \Ա-15, N.՛ 2, 15 55.

2. ЛЕелхокяи ՀՀ՛. M ТОД оппрок;-;П!;<11’.I ди u.i МИ чески X Xf-рактеряс: ПК Эксиипеици- 
1ЛГ.И- 1'ннуерл.дольнмми >руикцкяма. .Извести- ЛИ Арм. ССР (серия TH.)*, т. 
XX», ,\ 5. 19ь J.

3. Ш'/льгани 7՝. Сцрооо'нтая х:<иг& ко иккленному интегрированию.
Илл. .Нпука“. 1966.
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