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МАШИНОСТРОЕНИЕ

Ю Л. САРКИСЯН

К СИНТЕЗУ ПРОСТРАНСТВЕННОГО НАПРАВЛЯЮЩЕГО 
ЧЕТЫРЕХЗВЕННИКА

Пространстиспны։1 .механизмы цахпдят рычущес применение в современных ма- 
шмяах-дптьматпх, приборах. шёТеми-. управления и ориентации В скязк с вгнм в 
1ик-лсд|<И1- годы большое значение приобрели вопросы аиллиэд и синтеза простри» 
стпснных дпшм-нНЙ. Метрическому синтезу и рос грат таенных нлпранднющих меха- 
иизмоп ио<.-:и:1цсн1>1 работы 3). В настоящей статье рассмптрипастся общая задача 
военрои •нсдеиия заданной п;<огграпс. ненией припой посредством не; ырехзисяпого 
рычажного механизма.

Постановка задачи. Дана пространственная кривая V., которая 
может быть определена:

а) [ I а р а м е т р и։ гее к и м и уравнен и ям ։ ।

■* - 1 '!' ч - ֊ ՛'

б) уравнениями двух пересекающихся поверхностей

/ З.л. Ч. ?) И .
(х, //. 2) - О I

(1)

в) заданными позициями точек кривой ■՛:>,՝ т. е. таблицей соответ
ствующих значений координат х, г.

Требуется спроектировать пространственный четырехзвенник. 
траектория некоторой точки шатуна которого мало отличается от за 
данной кривой на требуемом участке (л-р, хл].

Размеры и расположение приближающей шатунной кривой точки 
/Г п координатной системе Оху г (рис. 1. а) зависят от девятнадцати 
постоянных параметров. в которые входят: координаты хд, у,\. гд, 
л-;,. г-, неподвижных точек А и /Л углы . •;] и 'р:, составлен
ные осями вращения I и 1! е координатными осями Ох и Оу. длины а 
и с рычагов АВ и С7-), углы р, между перпендикуляром пп к плос
кости прорези кинематической пары и направлениями продольной 
оси звена Сй и его осн вращения 1, угол '> между продольной осью 
пальца и отрезком АТС, расстояние А между чертящей точкой Е и 
центром шарового шарнира (՝, координаты гп. Л, I точки Е в связан
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ной с шатуном подвижной системе Сх'уг, в которой координатная 
плоскость Сх у проходи 1՛ через ось рр и отрезок С’/Г.

Большинство известных аналитических методой проектирования 
механизмов основывается на том. что и качестве рункпии, характери
зующей отклонение от заданной зависимости (кривой), может быть 
принято выражение перемещения дополнительного ползуна, условно

вводимого п схему механизма по накрав гению одного из звеньев. Умно
жая эту функцию на параметрический все (двукратное произведение 
длины одного из звеньев), получаем удобное для минимизации выра
жение взвешенной разности ['I].

Посмотрим, возможно ли ясно чьзонать способ взвешенного при" 
ближения в рассматриваемой задаче. Потребуем, чтобы точка Е дви
галась по заданной пространств* иной кривой V,, накладывая таким об
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разом два новых условия связи, поскольку исключается возможность 
перемещения точки Е вдоль главной нормали Л'Л' и бинормали Л'"Л", 
лежащих в нормальной плоскости 5. Следовательно, для обеспечения 
единичной подвижности преобразованного механизма 1: новой граектор- 
ной парой у г, необходимо дополнительно ввести в схему два ползуна, 
перемещающихся по направлениям зв-ньев С/) и АВ. Теперь нетрудно 
убедиться, что определив размеры механизма так, чтобы перемещения 
ползунов мало отличались от нуля в заданном интервале [л-,,, хл|, том 
самым обеспечиваем требуемое приближение шатунной кривой точки Е 
четырехзвенника АВСЕ) к кривой Однако, как показывает анализ, 
перемещения ползунов выражаются через параметры механизма в ко
ординаты точки Е в виде сложных иррациональных функций, каждая 
из которых включает весь набор искомых параметров. Поэтому в дан
ном случае эквивалентная задача минимизации двух взвешенных раз
ностей ио существу нс отличается по сложности от исходной задачи 
минимизации структурно)' ошибки механизма, т. е. ошибки, приближа
ющей шатунную кривую но сравнению с заданной кривой гл,. Ниже, 
для синтеза пространственного направляющего четырехзвенника, раз
вивается некоторая новая разновидность общего метода взвешенного 
приближения.

Для упрощения поставленной задачи перенесем начало координат 
в точку [) и совместим координатную ось [)х с осью вращения I, та
ким образом исключая из рассмотрения параметры х/ , 1/<>, ?■,, *р , щ 
(рис. 1, б). Если вести произвольную» гичку Е шатуна двухповодковий 
группы 1)(’Е но заданной кривой », , то точка В данной одиопрдвиж- 
яой кинематической г՛ пи опишет определенную траекторию с/р в прос
транстве. Теперь легко видеть, что приблизив эту траекторию на тре
буемом участке к дуге окружности, далее присоединив к кинематичес
кой пени рычш АБ, точка />’ которого описывает данную։ окружноеть, 
и удалив траекторную пару по'.учим пространственный четырех- 
звенпнк, точка А которого движется н 1 траектории, мало отличающей
ся от кривой .'.у в интервале приближения. В таком случае вместо 
поставленной задачи можно рассмотрен. -шйивалентную ей задачу о 
приближении к окружности пространственной шатунной кривой точки В.

Крива»։ в прог. 1 ранстве может быт։, определена как геометричес
кое место точек пер-ч՝еч ния двух поверх!!.н: гей. Соответственно ок
ружное: можно рассмотрен. как линию» пересечения ореры и плоскос
ти. Следовательно, чтобы на требуемом участке траектория точки В 
мало отличалась от окружное!и, должны быть приближенно выполне
ны следующие два условия:

1. Точки траектории оу (позиции точки В) на участке приближе
ния должны лежать на сфере.

2. Точки траектории на участке приближения должны находить
ся в ОДНОЙ плоскости.
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Первое условие записывается в виде равенства:
(j\ 1л'В хл )1* (уя »/а )3 — (гд —- А>2 0, (2)

где К центр сферы, а !< ее радиус.

Второе условие обеспечивается, если координаты точки во 
всех положениях внутри интервала приближения удовлетворяют урав
нению некоторой плоскости /У:

С.. — Мхи Еуц LZa Т 0. (3)

К тому же равенству приходим также другим путем. Поместим 
начало новой системы координат в точке .4 и направим ось абсцисс 
по оси вращения II заела А13. Если пространственная траектория 77 
имеет некоторый участок, точки которого лежат н координатной плос
кости т ’.4|/', то абсциссы их, очевидно, раины пулю. Принимая во вни
мание известные формулы преобразования координат, получаем:

хя л‘л ^лсонлп г/й'Со&Зн - zu cos *[ц — 0, (4)

где eos3i;, cos 'ч. cos . 1 направляющие косинусы оси Ах՛՛ (оси вра 
щения II).

Выражения (3) и (4։ являются общим и нормальным уравнениями 
плоскости приближаемой окружности, г. с. координатной плоскости 
z'Ay". Для приведения общего уравнения (3) к нормальному ви
ду (4) достаточно умножить его на нормирующий множитель

1
± |/ 1^4֊ /V- -£-՜ '

Перед гем как непосредственно перейти к определению неиз
вестных размеров механизма, выразим координаты x!f, yfl. zu, входя
щие в равенства (2) и (3), через искомые параметры и известные коор
динаты л*, у, z чертящей точки £.

Рекуррентные соотношения между координатами точек В н Е 
двухповодковой пространственной группы DCB. В данном случае 
имеем задачу определения положения точки В шатуна трехзвенного 
механизма с высшей (траекторной 1 парой при заданных значениях 
координат л\ у, z точки Е.

Сначала выведем зависимость угла поворота ? звена С7) от ко
ординат х, у, £■ С этой целью воспользуемся условием постоянства 
расстояния СВ в координатной форме:

(х,- - хИ՜' (</.-, i/< V- (zr — Zc. V- - к՜. (5)

Подставляя в выражение (5) соотношения.'

X': — 0; у, с sin ?; z> с cos ?, (6)

после ряда преобразований получаем квадратное уравнение относи
тельно sin ?, решение которого представляется в виде

- И ± | Г 4WQ 
sin ? - hn/
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где

И = 4с" (//* -4- х5}.;

П՜ = Асу ('X I- с՜ — Аг);

О ֊с’ — к1 —'2с-к2 — 4с"г 1-2р2(с2 к֊) ь‘;
л и •• *> •>
Г х ~У' т

Определив по формуле <7) угол по соотношениям (6) нахо
дим координаты точки В.

Свяжем с шатуном подвижную систему координат С.к у г , 
направив ось ординат по отрезку С7>’, а ось апликат перпендикулярно 
плоскости, проходящей через ос։ симметрии пальца и отрезок СЕ. 
Направляющие косинусы оси Су определяются по соотношениям-*՛

х х( . . у ус , 2 zcos = — — » cos 7. —---- -— . cos • . - --------
к к “ к

i8)

Для нахождения направления перпендикуляра пп к плоскости про
рези имеем условие - 180 v>, а также равенство.*

sin 6 cos fa 4- cos 'p I 1 cos2P-, cos^i՛* — cos :՛. (9)

Преобразуя равенство (9), получаем квадратное уравнение 
ситсльно cos :Ч1, решение которого имеет вид:

OTHO-

" — sin /COS” . | sill - ;■ .is " i;..:" sin-U . (10)

Направляющий косинус cos*,,. равен радикалу и равенстве (9).
Для вычисления значений углов ՛ , определяющих направле

ние оси рр пальца, напишем условие перпендикулярности прямых пп 
и рр. а также выражение скалярного произведения ортов осей рр н 
Су’:

COS Хр COS 10 COS //. COS З.ч I 1 COS Ip COS- 3...

I 1 — cos" — cos'՜ = о
. , ----------»------------֊ — • (11)cosaacos a., cos :л. cos — | 1 cos r. ֊ cos՜/о

X I 1 cos՜ ip cos-//( cos ft
I

Далее определяем направляющие косинусы оси Сх՛. Используя усло
вие ее перпендикулярности к оси Су и известный угол 90 меж
ду осями Сх в рр. имеем:

COS Л, cos л cos 3, cos 3. I 1 cos2?. - CVS՝ r։ <

z\ 1 1 — COS՜ 2;. -4-os->- —0
• (12)

cos cos COS X c։>s 3. 1 1 COS՛՜ «J cos՛ i.

1 1 cos՜ i., соя'-' Зр - sin ft
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ГДС УГЛЫ X., найдены по формулам (8) и (11).
Наконец, направление третьей координатной оси С’х устанавливаем 
при помощи следующем системы уравнений.՛

cos 7 cos «я cos 3t cos 3, cos ՛:! I J cos? 3, — cos՜՛1 ya 0

COS «2 cos (Xj COS 3. cosCOS72| I cos’ /3 Cps= ֊,'j 

выражающей условие ортогональности координатных осей.
Для вычисления значений направляющих косинусов по получен

ным формулам необходимо задаваться величинами с, /<, ч, ■՛, С. При 
принятых обозначениях хл - гп, у. — Л. г, — I искомые рекуррентные 
соотношения могут быть представлены в следующем виде:

Х[>, tn cos Л cos 'а„ / cos

у а *֊ у>. 4՜ т cos 3, /.՛ cos '1, - / cos <: (14)

гц zc ֊г /п cos 7։ Лсо& 72 (’cos'jj.

Формулы (i4) значительно упрощаются, если чертящая точка Е
расположена на продольной оси СЕ. В этом частном случае, соответ
ствующем условиям т^-0, / -0, рекуррентные соотношения принимают 
вид:

г.ч — Л cos я.֊;

ун — у՛ Acos,<; (15)

z/f — zt: fi cos у 2.

Подставляя значения coscos , cos из формул (8) и произ
водя преобразования, получаем.

у^^у՛ ~ т (У (16)
•V

Целевая функция и определение искомых размеров. Задача 
синтеза пространственного направляющего чстырехзвснк.ика в выше
приведенной постановке сводится к минимизации выражений (2) и (З) в 
заданном интервале приближения |л,. а-,։|. Поэтому целевую грункнию 
можно образовать в следующем виде: 

(17)
1-(1



14 10. ,1. Саркисян

где п число выбранных точек на отрезке приближения кривой г,/., а 
з некоторое положительное число, варьируя значением которого, 
каждой из двух сумм в формуле (17) можно приписать большую или 
меньшую роль в процессе минимизации. Для простоты примем * = 1.

I !олстзвляи найденные рекуррентные соотношения (14) в выраже
ния (2) и (3) и преобразуя с учетом соотношений:

COS' 7, cos2՜', cos”;՛ 1

cos cos ;՜,՛ cos cos ?>. cos ;, cos;, 0
/= 1, 2,3;
j - 1. 2, 3; ; - j.

целевую функцию можно привести к виду: 
■п

(1 - V j 2zn {if i ՛ cos 3i, z՛ .cos'ij) 2/и / cos 3-/ r/,cos;\.)

21 {l/f , COS 3-7 2' cos;..,) 2/ПХ.‘ COSJf 2/ьгд cos •>.'.֊ 2/.V.COS71

2,-n//K cos/I, 2Aj;a cos 3. '2lyt con ‘ '2mzf, cos у 2/?z,.\ cos ; .՛.՛

2/z*-cos;x/- '2ус>ук -'2z<2k m'~ h" Г с՜ I .v;; y‘~: z:K J? ']

It
\ [A7zn i >s 7|. M/i cos a.՛, Ml cos 3;j.՛ — Nm cos Ьц Л7» cos -‘jr
Г (18>

Л'7 cos З3; -| Lrn cos ; i. 4 I,fi cos ; — L! cos ; ;« Nya Lzt;, T\

Из условий минимума функции (18) целесообразно определить 
только параметры />. I, л-а , у>;, z>., А. Чц, ;i,, предварительно зада
ваясь величинами с, k, н. ■՛>, входящими в выражения направляющих 
косинусов, и координат ус, zt , так как только в этом случае удается 
образовать выражение (i, коэффициенты которого представляют собой 
суммы от значении известных функции переменной л- в выбранных 
точках, вычисляемые до процедуры минимизации. Нетрудно заметить, 
что при обращении в нуль величины целевой функции обращается в 
нуль также величина отклонения л шатунной кривой точки от за
данной кривой тт„ следовательно, число точек пересечения шатунной 
кривой с заданной траекторией равно числу точек пересечения траек
тории уу точки И вспомогательного механизма с окружностью.

Вычисление всех одиннадцати неизвестных коэффициентов х.с, 
za. А’, М. Л՛'. Г. т, /), ! функции (18) из необходимых условий ее 
минимума сводится к достаточно сложной системе нелинейных урав
нений. Прим-шепие метода Лагранжа тоже не приводит к заметным 
упрощениям. 11оэтому для нахождения минимума целевой функции целе
сообразно использовать поисковые методы (методin градиента, иаиско- 
рейшего спуска и случайного поиска).

После определения искомых параметров находим значения углов 
«и, /г. ■,:i по 1рормулам:
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.У 
2т։~-------- — ՛ • ~ *

| № Л" Д*

О /V
1 м- л:- ь-

Для определения координат точки И (точки пересечения оси 1 
с плоскостью //) сначала находим расстояние центра К от данной 
плоскости:

Мл-д- Л5/л А г а Т
| М֊ |- № : 1)

затем, принимая ио внимание соотношения (19), получаем:

- <1М____
л 1 | г № ТУ ’

йМ
•у,= 1

_<11._______
2А ±| АГ лл~7?

Длина звена АВ равна:

а I (хи х.\)- {у к у •, I I г;> с ".

Ерснннсчий политехнический институт Поступило 17.IX.1970.
нм. К. Мпркеа

Пт I. 11П.Г'М13иД- 

8Ц.РШУи.>|аЪ ОЬТ.П.ПР^'О ₽11.П-1ПЧ||Ь ИЬЪР-Ь.ЧЬ •М»ГиГЧ»С:И1.1,

II. Л ф п ф и I 11'

И1&{1 )/ ■'/ /> [ч/ ш Л /։ 1/1 ш рш՛'. ш !/т';/ рш и ш/ ш !/ А ц <! 1։ /[ 1< III 1{

/?Л/;/гУ/՝ [,шл 2 ш (и//.՝• И Ь1։ 111<>1/ик) ■' А ч> //.՛ I/ Л /> г ш (’1у/ и Ц /и^,г1/,РР

/ т/ а 1111111 и/<</III■՝) чир։)ш/Ици •'•',,։ и,{'■՝՜

(/пЬ/
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