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СТ РО И Т Й1ЫIА Я ЕХ а ника

Т. т. ХАЧАТРЯН

ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ДВУХСЛОЙНОЙ 
СВОБОДНО ОПЕРТОЙ ПО КОНТУРУ ПЛАСТИНКЕ

Рдссмптривастся терыонапряжсниое состояние свободно опертой по контуру 
лпукелейной пластинка при стационарном тепловом потоке. Показывается, что после 
удовлетворения силовым краевым условиям определение перемещений и яаприжеми՛՜՞ 
к произвольной точке плиты приводится к интегрированию двух ураппеннй Пуассона 
огпослтельпо прогиба г/> и функции перемещений и, V точек плоскости контакта ՛-' 
Дел-.- покаяынается. что касательные иаиряженин -г.-. Туг и сумма нормальных на
пряжений '՝. и Зу п любой точке плиты опредоляютсм п< посрсдс।пенно бел интегриро
вания зазванных уравнений Пуассона.

Обозначим через Ех, коэффициенты Юнга, Пуассона и гол* 
ЩЙну первого слоя, через Е„, ։/2, /г2 — те же величины для второго 
слоя. Координатную плоскость хОу совместим с плоскостью контак
та слоев, ось г направим вниз (рис. 1). Закон изменения темпёрату-

Рис. 2.

ры / по толщине слоен пластинки / ~ 1 и 7 = 2 полагаем заданным в
виде

6 = 6(х, у, г); /<. ■ /Н-с, у, О). (1)

Из законов Гука для основных напряжений 
выражения:

։у, '-Лу имеем следующие
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'Л' ди / д'-хи
- ------ Г !Ч----------г ( —-----  
оу-------- дх-------- ' ди'

д'՛ и» \ /11 \,14------- ։. (1 4- ?. ) 6
ОХ' /

____А,___ ди ди 9 д՝:™ 
2(1 —14 > дц Ох Ох Оу

где и, и, — перемещения точек плоскости г - 0: коэффициенты
температурных расширений для слоен 7-^1, 7 = 2. Умножив (2) на <\г 
и на г<1х и интегрируя по толщине плиты, получим выражения для уси
лий 7՛], 7՜.. 5 и моментов «V/,, А/.., 77. Эти выражения удобно предста
вить в таком виде:

•где

7, ф_В,^^С..^: 
'’У ՛ °у-

т.. ф-в,^ а^֊ -. 
Ох Ох"

з ±В,(-^֊ с.-^.
2 \ оу дх / ՝ дх ду

М,= 'Г с..-^ 7)..-^: 
' ду ' ду-

М.. Ч- С..-^ 
' дх дх1

/у 2. с.д. ՞—•
2 \ Оу Ох / дх Оу

Ф (Л, В:)(— А/, 4.Д;
\0.Г Оу 1

■г С,/— —1-Аг’»֊А‘Л-^-Г.:
\ дх Оу /

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

В приведенных формулах использованы сокращенные обозначения:

в -Д/», . В В (1 ,,^В (1-^)5.;
1 р- 1 р;
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С, ֊ -а,..В. Л,В,): С. ■
2

СМ 

°4՛

1

V—
*

л,в,.-

֊֊ (Л-5, л=5;); а •
3 ’ 3

ЛНЯ; (91

А «| (1 — и։) 2>։; А у. (1 

к՛
Для поперечных сил

дМ} , оНЛ. ----- - ! ---- И
дх Оу

получим следующие выражения:

|^)Д.՛ г -п—
Ох-

дм- + 
ду дх

ду֊

^1.1 а ; 
дх 2 ду

.V. = ֊ 1֊ с
ду 2 ' дх

(10)

2
2

10 -
<>г ди
дх ду

(1П

Покажем теперь, что функции Ф. 'Г, и>.։ а следовательно и .-V,, Н.. тож- 
лественн’о равны нулю.
Из уравнения равновесия

4 Ж... 0
дх ду

следует, что '1՜ есть гармоническая функция.
Из остальных двух уравнений равновесия имеем

■ 0; О
ох ду оу дх

и из выражений (3) получаем

ои>: . ОФ г, дш-
   — Ь   и;   Л>, —— = 

дх-----------01]--------------ду------------ дх

Отсюда следует, что Ф и сопряженные гармонические функции. 
Краевые условия для свободно опертой прямоугольной плиты таковы 
(рис. 2):

при х 1 а, Тх г 0; Л/1 и՛ 0; (13)

л гн. № з
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при у ~ Ь, Т^ — и 0: М, ш 0.

Из этих условий и из выражений (3) и (41 заключаем, что на конгу 
пластинки гармонические функции Ф и ’Г равны нулю. Следователь։
они тождественно равны нулю, что приведет к равенству нулю ՝ак.
«*.֊, /V) и Щ..
Из (И), с учетом «о. — 0, можем принимать;

и <>* •
дх

()г>

°У
V

Поэтому (5) и (6) нам дают два уравнения, содержащие две иеиз: 
ные функции ги и 'з.

Ф (51 В2) у2? Ах/1 .4../., 0.

4՜ С\у’՜? А2/։^Г2 0-

Из этих уравнений получим:

V3? (АЛ + А/«> -§֊ (А V. Аг1,^;

(Й)

(161

(17)

Г*«՞ А.А) ■ 3-_£(Д։Л,Г։ 4:ЛЛ). (1

где
О = ОХ(ВХ В,} С֊. (1

Эти уравнения должны быть проинтегрированы при геометрии 
краевых условиях:

О ю 0; V— —д— 0 при х -а, 
оу

(20)

*и — 0; и = - Г = 0 при у Ь. 
дх

11окажем, что сумма нормальных напряжений * • и касательные на 
пряжения Хи- и могут быть определены непосредственно без интег 
пирования уравнений (17) и (18).
Из (2) с учетом (14) имеем:

£
3£ =< ֊— ----- (У՜՛֊ гу: и» 2М/)«

1 — Р,

Подставив в левую часть (20) выражения (17) и (18), получим фОр5Г
лу, в которой Зд՛ - =>• будут выражены непосредственно через темп՛ 
ратурные функции /։ и /■՝,, даваемые по (7) и (8).
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Касательные напряжения тл.. и ту. должны быть определены из 
уравнений равновесия:

д“.J ^”.гу , <7՜ у Try

дг дх ду дг ду дх

По.:՛ гавин в правые части (22) выражения (2) и учитывая (14), нахо-
дик:

■
д’<; ___
д: 1 1՝;

нтегрнруя эти уравнения 
иейства нулю касательных 
получим:

.г1.г.-

—---- |у2с —гу-тс 7/(1—:ч)/{|,
(1х

(23)

—- I?՜- ггго 7/(1 р,)ъ|.

по г и пользуясь при этом условиями ра- 
напряжений на торцевых плоскостях плиты.

дх
-(0= ; (24)

дФ» . 
дх

-_<2> = £*2 ,
(25)

где

Подставив в эти формулы правые части (17) и (18), получим: Ф։
— Ф։(х. //' и Ф Ф,(х, у), после чего по (24) и (25) находим напря
жения ‘.։ и «ух и любой точке плиты. Поскольку N, О, Л’’2 0, то в
ззписнмости от заданных законов изменения температуры (11) эти 
напряжения либо тождественно равны нулю, либо они образуют урав
новешенную систему сил в сечениях х const и у const. В точках 

(“Плоскости контакта слоев z 0 соблюдаются условия '*л!!
=,՛. Это следует из (15) и вэгражения (9) для С'։. Из (24) и (25) 
имеем:

Ъ-*" '•£ ՛ >.? - -֊֊ (<h ф=>֊

при х 0 имеем: <Р։ — Фо <!’ 0.
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11рицедеяные выше уравнения и формулы упрощаются, если мате
риалы слоев имеют одинаковые коэффициенты Пуассона р. ;•֊ и
отличаются только модулями Юнга.

В случае однослойно։։ плиты имеем; £'։ Е:. Е\ н։ - у.;
х։ *. Принимая при этом 7:։ Л . Л 2, вм -сто (17) и (18) полу
чаем:

V3? *(1֊НЧ/: (28)

1 4- »уча = — 12 х------- Л։ (29)
2

где
А« Ау2

/ ֊ ֊- | Мг; Г (30)

-•/.■'г

Вместо (21) будем иметь:

а1г) 2/ • (31)10 ( /

Формулы для касательных напряжений (24) и (25) будут иметь вид:

. _ ФЦ, . . 
дх. ' ду

где

Фп Ф- ֊ Ф1 3-Ц— г)+ Г***
1 —14 2 \ л / .)ЛГ2:

При линейном распределении температуры по толщине плиты

/ = = г г.

(32)

(33)

поэтому получаем:

Ф 0; -у. 0: зх — =У ? ЕЕ

ЕрёванскнП поли 1сх։1ичс<;кин институт 
нм К. Маркса

Поступил՛-, 3.11.1971.
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I»-. Н-. ԽԱՉԱՏՐՏԱՆ

ՋեՐՄԱՑԽՆ 1ДСЛМП|Ь1Ч! ՊԱՐԱԳԾՈՎ Ա*(ԱՏ ճ ՍՆՎԱԾ ՈՐԿՇեւ՚Տ ШЦП1’1Г

II. մ փ ո փ и ւ մ

Հոդվածում /քննարկվում Լ ս/արաւ/ծով աւ/աս> հենված երկշերտ սա/ի [ար֊ 
1/111/} 1)1 ձին վի^ակր կայուն ջերմ ա {{էն հոէէրի դեպրամէ '^"‘}Ц Լ տրված, որ եզ
րային ամային ո/ա/մաններին րւովարարելոլց Հետո սա/ի ցանկացա ■ կետում 
էոեւրսւիոխամների և լարամների որ/էշա մր բերվում Լ ՝Ьա ասսէւն{ւ երկու հավա֊, 
սւսրոէմնյւիի ինւոեդրմանր րսա հկվածրի և կոնտակտի հարթության կետերի 
սէեդսւէիոիւոէմների 'իանկրիա/ի: Բացահաւտված /, որ ոալի կամայական կե- 
Ոէամ շոշափալ լարոլմներր և նորմա/ լարումների դՈւմարր որոշվում են ան
միջականորեն' աոանց Պուասսոնի նշված հավասարումների ինտեդրւքանւ
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