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МАШИНОСТРОЕНИЕ

։о л. слркисян

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ И ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ 
ПРОСТРАНСТВЕННОГО ЧЕТЫРЕХЗВЕННИКА

3 статье представлены дне теоремы о пространственном четырехзвенном мсха- 
ивхме. • копанные на спойстпах симметрии. Эти теоремы нояйоляют путем прсобра- 
эсвышР получить поенмизпепяые и семизвенные рычажные механизмы с простраист- 
п’ппым криволинейно-поступательным движением шатуна по траекториям исходного 
чгтнрехявениика Установлена также некоторая совокупность шсстнзвенных механиз­
мов, точно воспроизподяшнх функцию положения передаточного пространственного 
четырехзвенника.

I. О параллелогрз миной конфигурации в пространственном 
четырехзвенннке

Теорема. Точки продольных осей звеньев пространственною 
четырехзвенника АВС Г), делящие длины всех звеньев в том же са­
мом отношении /пак, чтобы пропорциональные отрезки оказались 
при общей вершине, лежат в одной плоскости, образуя паралле­
лограмм.

Пусть дан некоторый пространственный четырехзвенник АВСЕ) и 
согласно условию теоремы найдены точки Е, Е, Е', 1‘ (рис. 1). Вве­
дем следующие обозначения: ВЕ - ЕС — I, к ֊■ I Ь, АВ а, 
СО с. Свяжем со стойкой АО неподвижную систему координат 
Ахуг, совместив ось абсцисс Ах с осью вращения кривошипа АВ и 
ориентируя плоскость Аху параллельно оси вращения эвена СО. Оси 
вращения звеньев АВ и С/) перекрещиваются под углом о.

Пользуясь известными соотношениями деления отрезка в данном 
отношения, радиус-вектор середины отрезка ЕЕ' можно представить 
в следующем виде:

Л_-
7 -I- Г 1 / ги I гс — 7 \В г՞՛■= —2—— = т(~ ~ г՜ + Гпт.) (1>

Радиус-вектор середины отрезка /7' определяется следующим 
равенством:

՜ Г/? Г*"  — 1 ( Г ձ- л Г .. լյՐ Ճ I.
го‘ =՜ 2 ՜ 2 \ ” Ь п Ь 1 (2)
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После несложных преобразований можно заметить, что равен! 
(1) и (2) тождественны и приводятся к виду:

го՝ ГО“ — го ~ >2ь ( гн rL>) 1 гс /у

Поскольку точки О и О'" совпадают, то отрезки ЕЕ" и FE а 
точке пересечения делятся пополам. Итак, получаем, что точки Е, Е, 
Е, Е лежат в одной плоскости и образуют параллелограмм. К этому ; 
же утверждению можно прийти, рассматривая подобие треугольнике-; | 
BCD и ЕСЕ', а также BAD и ЕАЕ'. В самом деле, отрезки ЕЕ 
и ЕЕ' равны и параллельны, так как точки Е, Е" и Е', Е соответст*  | 
венно делят стороны углов BCD и BAD на пропорциональные отрез­
ки в одинаковом отношении.

В качестве непосредственного следствия рассмотренной теоремы 
отметим следующее свойство: шатунная кривая точки Л' пространст­
венного четырехзвенника АВСО и геометрическое место возможных 
положений центра симметрии О параллелограмма ЕЕЕ'Е' являются по­
добными кривыми с отношением подобия Е'О’.Е Е= 1 : 2.

Легко убедиться, что и при движении механизма точки Л, £, /՛", 
Е остаются н одной плоскости, составляя параллелограмм, так как | 
положения их на звеньях не меняются. Число таких плоскостей при 
различных значениях отношения /с,7 равно числу точек на отрезке, г. е. 
бесконечности. Чтобы составить общее уравнение плоскости парал­
лелограмма, достаточно рассмотреть условие компланарности отрезков 
Е'Е' и £'/•' и прямой, соединяющей вершину параллелограмма Е' с произ­
вольной точкой данной плоскости, т. с.



О некоторых еаойствах в прсобрзэ<>влниях лрострааст. четырехзвсяннкл 3 7

х~хе У-Уе z~z

Г ХЕ- У Г УЕ ZF ZE‘ = 0.

ХГ~ХЕ У г-У г zr~ZE-

Раскрывая определитель по элементам первой строки и преобра­
зуя, получаем искомое уравнение

^4-Яг/т Р։т4-Л = 0, (3>
где

Pi ~ (У г ~ У г) («г “ • г> “ (У г ~ Уе ) <• г - ‘г. >:

JPg (хр- xi՛) (т£ г z^.);

Pj » -х£. (//г ֊ .уЕ) - (хг - х£.) (_Vf ֊ </г);

Л —
Х£ Ук ZE-

XF ~ хг У г У Е' ZF Z £'

ХГ~Х[ Уг~~УЕ ZT~ZC
Переменные координаты точек Е и Е можно выразить через углы 

врашриия » и у звеньев АВ и С1) при помощи следующих очевидных 
соотношений:

Хг = и, х_. = хо----- с 5։пу51П'‘,

I . к . , ,г.
УК —-----Ут —Уз--------------------- ^-сзшусозб,

I к
-£■ асо$7, г- = «д— -^-ссо$>.

Используя условие замкнутости контура АВС Г), можно получить 
Известную зависимость угла повората - звена CD от угла поворота 
ВНена АВ. Координаты х-. уг, т£ шатунной точки Е также могут 
быть выражены через входной угол ?. Таким образом, коэффициенты 
уравнения (3) зависят только от переменной -р и при ее различных 
значениях оно определяет последовательные позиции движущей плос­
кости параллелограмма, проходящие через неподвижную точку Е'.

Покажем, что при движении механизма разность квадратов диа­
гоналей Ef и ЕЕ найденного параллелограмма остается постоянной. 
С этой целью выведем некоторые соотношения, связывающие пара­
метры параллелограмма с размерами базисного четырехзвенника. Из 
треугольников BCD и АВС соответственно имеем:

(BD}2 = Ь‘ -г с՝ — 2Ьс cos;*;  (4)

(/4С)г = ч2 — 6s — '2ab cos;. (5)
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Далее, из треугольников ECD и АВЕ соответственно получаем:

/Ч с2֊ (х£- хп)֊ (уЕ — уйУ- — (zE~zD)\
COS’L ֊ ------------------------------- ------------------------------------ >

Определив значения углов « и ; из соотношений (6), (7) и подстав­
ляя их в равенства (4) и (5), находим длины диагоналей BD и АС в 
зависимости от координат шатунной точки Е Теперь для нахождения 
сторон параллелограмма достаточно использовать подобие треуголь­
ников BCD, ЕСЕ' и АВС, ЕВЕ՝.

(FE'Y = (BDY = ( BD )’ ֊£• ; (8)

(Г£)= = (4С)= (9)

С учетом (6) и (7) равенства (4) и (5) принимают вид:

{BD)՝ = Ь-с-- -֊-(Г4-сг-.^ //*,  z* D х-Е—у\-

z’E ֊ 2хЕхЕ) -уЕ у-t- 2zE г^); (10)

HCri’+a’-ylF а=-х^֊й z=). (11)

Обозначая 7/՜ ' = у, ЕЕ — е и принимая во внимание соотношения (8) и 
(9), известное свойство параллелограмма можно представить в следую­
щем виде:

/= = 2(Л/>)=-Й-^2(ЛС)-֊֊ -е=. (12)
О՜ Г

Подставляя в (12) соотношения (10) и (11), а также формулу

/ / V / / Xs / 1 \-
е ( хе е Х/>,) (֊<//՜ ~ ь ° / ՛ (.2/:՜ 6 z°) ՛

после преобразований получаем:

/-’ = 2 Е + к- : с՜ -г
k*  . /’
-гп- а՜ — -г

Е IE ka- I z 
b b b ■ b "■

z? (ЛЬ *7л՜  ՝zi)} ~ fy (хл л£ УиУi: ' zi>ze^

~ ■p' " y՝D Л£ Уе : Z՜!)՝ (14)
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Вычитывая из (14) выражение (13) и обозначая Хп+Уо + гЪ = <^ 
получаем:

Г~г~2(р-֊С-1 <г I к ь, <г ьга ь ь ь

К -т- Р+т*)-  <,5>

* Данное спойстко установлено «втором п работе. доложенной на семинаре по 
теории ысхапндмпи и машин я Москве 10 марта 1970 г.

Данное свойство может быть выражено также в следующей форме:

Если вершины параллелограмма расположены в серединах длин эве- 
ньен четырехзвенника, т. е. при А I - Ь/2, то выражение (15) значи­
тельно упрощается:

Наконец, в частном случае, соответствующем условию А’֊ </• — о՜-}-(.••՛, по­
лучаем, что/ = е и параллелограмм превращается в прямоугольник.

2. О замечательном пространственном восьмнзвенннке

Т со рема. Пространственный четырехзвенный механизм AHCI) 
и его симметрия А'В'С'1У относительно точки пересечения диагона- 
хей четырехугольника, вершины которого делят длины всех звеньев в 
одинаковом отношении так, чтобы при любой вершине оказались про- 
порциональные отрезки, могут быть соединены в одноподвижной си­
стеме посредством четырех сферических пир, установленных в вер­
шинах указанного четырехугольника.

Пусть имеем пространственный четырехзвснпик .45С/2 и найдены 
ТОЧКИ Е, Е, Е', Ег, образующие согласно теореме, приведенной в пре­
дыдущем параграфе, параллелограмм, диагонали которого пересекаются 
а точке О (рис. 2, а). Следуя рассматриваемой теореме, найдем сим­
метрию АВСВ исходного четырехзвенника относительно центра О. 
Соединив симметричные кинематические цепи АВСО и А" В’СНУ при 
помощи двух шаровых шарниров в точках Е и £” и поставив систему 
Пй звено А'ЕИ՝, получаем двухподвижный восъмиэвенник. Теперь при­
соединим к механизму кинематическую цепь, состоящую из двух зве 

‘ньен и из трех поступательных пар, которая обеспечивает поступатель­
но!՝ движение звена АЕ !). Присоединенная кинематическая цепь хотя 
и нводит три условия связи (исключает три возможных вращательных 
движения звена АЕ'П), но образованная десятизвснная система по су­
ществу одноподвижна, поскольку известно՛, что если точку Е прост­
ранственного четырехзвенника АВСО, описывающую некоторую ша­
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тунную кривую «а, сделать неподвижной, освободить стойку и обеспе­
чить се поступательное движение, то любая точка обращенной стойки 
движется по траектории, симметричной аа относительно середины от­
резка, соединяющего данную точку с точкой Е. Отсюда следует, что 
присоединенный четырехзвенник АВС Г.) по существу накладывает толь­
ко пассивные связи.

Теперь легко показать, что симметрия контуров ABCD и zl'ZTC'/J' 
при движении механизма не нарушается. В самом деле, так как на­
правления AD и A'D' при движении остаются параллельными, то по­
стоянно соблюдается симметрия противолежащих контуров ВЕЕ'А и 
В'ЕЕ А , а также С ЕЕ А) и С Е՛ ЕГУ с попарно равными сторонами и с 
общим основанием ЕЕ , следовательно, и симметрия кинематических 
цепей ABCD и А'В CD.

Ввиду того, что ЕЕ Е Е и DE Е D, треугольники EED и 
Е'F՛D будут симметричны относительно точки О и поэтому будет 
иметь место условие ED у F D — const. Аналогично, рассмотрение 
равенства и параллельности сторон ЕЕ', FE՛ и А'Е, АЕ' греуголь՜ 
НИКОВ ЕА'Е՛ и Е'А Е приводит к условию А'Е՛ /!/■*=  const. В силу 
полученных двух условий можно утверждать, что, вводя сферические 
кинематические пары в точках F и А , подвижности механизма не на­
рушим. Далее, отсоединив двухзвенную кинематическую цепь с посту­
пательными парами, окончательно получаем восьмизвенную однопо­
движную систему четырехзвепника ABCD и его симметрии А՛ВС D 
(рис. 2, б), что и требовалось доказать.

Степень подвижности восьмизвенника равна

W 6-7 5-4 4-2-Зб= ֊4,

что указывает на наличие в составе механизма пассивных связей.
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3. Некоторые преобразования восъ.мнзвенника

Ниже рассматриваются свойства найденного восьмизпенника и 
преобразования, основанные на этих свойствах. Восъмизвенник может 
Послужить в качестве генератора поступательного движения по четырем 
различным пространственным шатунным кривым. Действительно, по­
становка механизма на звено А'ГУ доставляет поступательное движение 
шатуна Л по исходной траектории точки Е четырехзвенника А'В'С/) 
со стойкой Д79'. Поставив же эту кинематическую цепь последова­
тельно на звенья А'В' и СЕ), соответственно обеспечиваем простран­
ственные поступательные движения звеньев АВ и СЕ) по шатунным 
кривым точек /*  и /•" четырехзвенника АВСЕ>, описываемых соответст- 

- пенно при неподвижных звеньях А՛ В՛ и С О'. Наконец, поставив вось- 
мнзвенйик на шатун В'С, обеспечиваем поступательное движение про­
дольной оси звена ВС но шатунной кривой точки Е четырехзвенника 
А'ВС /)՛ со стойкой В'С (возможность поворота шатуна ВС вокруг 
собственной продольной оси не исключена). При постановке восьми- 
эвеннщеа на звенья базисного четырехзвенника получаем пространствен­
ные поступательные движения по траекториям, симметричным указан­
ным шатунным кривым.

Поочередно отсоединив от восьмизвеиника звенья В'С, А'В', СI)՛, 
получаем семизвенные механизмы, соответственно изображенные на рис. 
3, п, б, в. Шатун АЕ' 1) в этих механизмах движется поступательно г 
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воспроизводя шатунную кривую точки Е четырехзвепццка А'ВС!У. 
Следует отметить, что механизм на рис. 3, а содержит пассивную 
связь и одна из вращательных пар А и С может быть заменена сфе­
рической.

В заключении остановимся на преобразовании, которое позволяет 
получить некоторую совокупность шестизвенных рычажных механиз­
мов, родственных пространственному передаточному четырехэвеннику.

Пусть пространственный чётырехзвенный механизм воспроизводит 
некоторую зависимость 3֊ /'(?) между углами поворота и о вед«Я 
мого и ведущего звеньев.

Так как в соответствии с рис. 2 имеют место условия АВ՛ .4# 
и СЧУ СО, то шестизвенный механизм, образованный путем отсое­
динения от восьмизвенника двухзвеяной кинематической цепи АОВСЕ 
(рис. 4), воспроизводит точно указанную функцию положения -(-I 
четырехзвенника А ВС О. Точка Е может быть произвольно выбрана на 
продольной оси шатуна, следовательно, число преобразованных меха­
низмов, получаемых по этому способу, равно бесконечности.

Еренпиский политехнический институт
им. К. Маркса Поступило 23.IV.l97i)

Յու. Լ. ՍԱՐԴ113ԱՆ
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II. մ փ ո փ ո է մ

հլնեէուէ տարածական րաււօդակ »/հխանիւլմկ կինհէ> աաիկական սիւքւէքայյւ 
ևրկրաշափութքՈւնից և սիմէւտրիսւէի <աա1րււ^յւււններիւյ, տրված են երկու 
թհորԼււնԼր, որոնր հնարավ/ւրութքուն են րնձեոնոսէ ա ւԼակերսրսմների միւս*  
րով ստանա/ աթօղակ հ յււթօւ/ակ լծակտվոր մհխանխէմներ՝ շարժաթ1էի տււհ 
րածական կորարյիծ-համրնթար շար<1 ումա/ ւ/1/ր[րնական րառօդակի Հեւոա֊ 
է/ծերի վրայով։
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